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ভু চিত সু হি ২ 


ভূমিকা 


অনেক সময় গপ্পচ্ছলে ব৷ কথার ছলে বহু শিক্ষক 1কংব৷ শাক্ষকাকে বলেছি 
যে তাদের টিচার্স ট্রোনং কলেজগুলিকে আমার খুব ভাল লেগেছে এবং' যখনই কর্ম 
উপলক্ষে কোন শিক্ষক-শিক্ষণ মহাবিদ্যালয়ে যাওয়ার সুযোগ হয়েছে আমি, অবশ্যই 
সে মনোভাবের জন্য সুযোগ হাতছাড়া কারা ন। কিন্তু প্রত্যুন্তরে অনেকে ই বলেছেন 
যে ওদের পড়াশুনায় তারা নিজেরা ?বশেষ গুরুত্ব দেন নাই বা নতুন কিছু তারা শিখতে 
পারেন নাই। তাদের বন্তবোর সারাংশ লিখতে গেলে লিখতে হয় যে তাদের যে 
ববয়বন্তু সেখানে পড়ান হয় সেগুলি সৃজনশীল নয় বা সেগুলির প্রয়োগের উপযুন্ত 
ক্ষেত্র নাই । অথচ বিদ্যালয়ের এমন ক প্রাথামক স্তরেও সৃঞ্জনাত্মক পাঠদানের কথা 
বল৷ আছে, যাতে প্রাথামক ছাত্রছাত্রীরা গোড়া, থেকেই মনকে সৃজনমুখী করে ফেলতে 
পারে ॥ মাধ্যাঁমক বা উচ্চমাধ্যামক ব। তারও 1কছু উঁচুন্তরে ত নিশ্চয়ই ছাত্রছাত্রীদের 
যুন্তীনর্ভর এবং সৃদ্নশীল হতে শেখাতে হবে। এই উদ্দেশ্য জ্যামিতিকে বেছে 
নিয়ে বদ্যালয়স্তরে কিভাবে সূক্গনশীল কর| সম্ভব ত। দেখান, হয়েছে। বিষয়বস্তুর 
যুন্তগুল দাড় করাবার জন্য অনেক সময় সামান্য মহাবিদ্যালয় স্তরের গ্রাণত 1নয়ে 
আসতে হয়েছে ও উচ্চমাধ্যমিক মানের থেকে ত! খুব বেশী দূরে কখনই যেতে হয়ান । 
এতে বিষয়বস্তুর সরসত৷ রাক্ষত করতে সাহায্য করেছে । কিছুকাল জ্যামিতি বিষয়ে 
আমাদের মধ্যে উৎসাহের অভাব পাঁরলাক্ষত হচ্ছে। এ বইটি উপেক্ষিত বিষয়টিকে 
পুনরুজ্জীবত করার একটি সংচেষ্ট। ও এর সৃজনশীল দিকে দৃষ্টি ফেরানর প্রয়োজনের 
উপলান্ধ। 

জ্যামিতি যে শুধু বীর্রগাঁণত ব। কননাবদ্যায় দরকারে লাগে ত৷ নয়, এ গাঁত- _ 
জ্ঞান বা স্ষটিকগঠনপ্রকাত বুঝতেও আবাশ্যক। স্ফটিকগঠনপ্রকীতি বুঝতে অবশ্য 
গ্রুপ ব৷ দলের বীপ্রগাঁণত তথ| জ্যামিতি বিশেষ কাজে লাগে । আবার সংখ্যাবজ্ঞান 
বা সম্ভাব;/]বজ্ঞানে জ্যামিতি পরীক্ষা-ীনরীক্ষার নক্স। ব৷ প্রয়োগকৌশল সৃষ্টি করতে 
সাহায্য করে। এমন ?ক উন্তদাবজ্ঞানেও এখন জ্যামাতর প্ৰভূত প্রয়োগ শুরু হয়েছে । 
আবার এগুলি জ্যামীতর সমাধানের অনেক নিরুত্তর প্রশ্নও নিয়ে এসেছে । 

প্রাথামক জ্যামাতর অঞ্কনের সৌন্দর্ধ ও যুক্তাবদ্যার শ্রেষ্ঠ নিদর্শন” বইটিকে আটটি 
অধ্যায়ে ভাগ কর৷ হয়েছে । যাঁদও অধ্যায়গুলির একটি পারম্পর্য রাখ! হয়েছে, কিন্তু 
যেহেতু বইটি প্রাথামকভাবে জ্যা'মাতর পাঁরচয় যাদের হয়ে গিয়েছে, তাদের জন্য লেখা 


(য়) 

হয়েছে, বই পড়ে বুঝতে এ পারম্পর্য রাখা আবশ্যিক নয়। অধ্যায়গুলির 1বষয়বস্তু 
প্রাথামক স্তরে জ্যামিতিক বন্তানম্নাণের বা জ্যামিতিক মনোহরণকারী অঞ্কনের জন্য 
যেমন নেওয়া হয়েছে, তেমান উচ্চমাধ্যামক স্তরে জ্যামাতর জ্যামাত ব্যতীত অন্য 
বিজ্ঞানে প্রয়োগ দেখানও হয়েছে । আবার মাধ্যামক স্তরের যে জ্যামিতি পড়ান হয় 
তার সৃজনাত্মক দিক দেখাবার জন্য কয়েকটি অধ্যায় সংযোগ করা হয়েছে। 'শিক্ষক- 
শাক্ষ কাগণের প্রাত এই অনুরোধ রেখে বইটি লেখা হয়েছে যে তারা যেন এই বই 
পড়ে মূন সুরের উপলব্ধি রেখে ছাত্রদের মান অনুসারে তাদের কাছে বিষয়বস্তুর 
উপস্থাপন। করেন ৷ গ্রন্থকার হিসাবে লক্ষ্য রেখোছ যাতে এটি কর! তাদের পক্ষে 
সম্ভব হয়। 

এই বই {লিখতে আমাকে আমার দীর্ঘ শক্ষকজীবনে যেসব ছাত্ররা আমার ঘানষ্ঠ 
সান্নিধো এসোছল ও পরবর্তী যুগে শিক্ষাপ্রশাসনে এসে যাঁদের সশ্রদ্ধ অকুষ্ঠ ভালবাসা 
পেয়োছ তারা বিশেষ প্রেরণা যুঁগয়েছেন। এদের মধ্যে বিশেষভাবে নাম উল্লেখ 
করতে হয় ডঃ প্রশান্ত কুমার চৌধুরী, ডঃ বৈদ্যনাথ পাত্র, ডঃ মনোরঞ্জন মাইতি, ডঃ 
বীৱেন্দ্ৰনাথ মণ্ডল, অধ্যাপক দিব্যেন্দু হোতা, প্লেহভাজন পাঁশ্চমবঙ্গ রাজ্যপুস্তকপর্যদ 
কৰ্মাগণ, প্রান্তন মুখ্য প্রশাসন আঁধকারক. ডঃ লাডলীমোহন রায়চৌধুরী ও বর্তমান মুখ্য 
প্রশাসন আধকার ক অধ্যাপক শবনাথ চট্টোপাধ্যায়ের । এখানে আমার স্লী সুজাতা 
দাশগুপ্তের উৎসাহ প্রদান আমার স্বভাবসুলভ আলস্য ত্যাগ করে. পাঁরশ্রম করতে 
উংনাহী করেছে। যেহেতু বইটির বিষয়বস্তু গাঁণতভযন্ত, লেখকাহসাবে এর নিজ্ঞ'লতায় 
নিঃসন্দেহ হওয়ার জন্য বিশেষ উদ্বিগ্ন ছিলাম । এ দুশ্চিন্তার নিরসনে সাহায্য করেছেন, 
এ বইএর পাণ্ডলাপর নিরীক্ষক ডঃ অনাঁদশঙ্কর গুপ্ত । তান পুঙ্খানুপুঙ্খরুপে 
পাণ্ডুনিপর ভুলনুটি দৌথয়ে দিয়েছেন ও সংশোধনের সুযোগ করে 'দিয়েছেন। এজন্য 
আম তার নিকট বিশেষভাবে খণী । এখন বইটি শিক্ষক-শিক্ষিক। ও উপযুক্ত মানের 
ছাত্রছাত্রীর মধ্যে সাদরে গৃহীত হলে বাধিত হব। 


]ল| জানুয়ারী, 1989 স্থশীলচন্দ্র দাশগুপ্ত 
এডি. 258 সপ্টলেক, সেক্টর-1, 
কালকাতা-700064 । 
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প্রথম পারচ্ছেদ : 


বদ্বতীয় পাঁরচ্ছেদ : 


তৃতীয় পারচ্ছেদ : 


চতুর্থ পারচ্ছেদ : 


পঞ্চম পারচ্ছেদ ; 


বষ্ঠ পারচ্ছেদ : 


সপ্তম পারচ্ছেদ : 


অষ্টম পাঁরচ্ছেদ : 


স্চীপত্র 


অবতরাঁণক৷ 

সমতলে মোজাইক টাঁলর অলঙ্করণ ও সমতলীয় 
বহুভুজের 'নাদষ্টরূপে বিভাজন : তার ও তাতে 
রং লাগান 

কোণের নিদিষ্ট সমঅংশে পিছৰ এবং বৃত্তদ্থ 
সুষম বহুভুজ অঙ্কন তত 
ন্রভুজের কতকগুল বৈশিষ্ট্যপূর্ণ এবং দৃরপ্রসারী 
কার্যকরী ক্ষমতাসম্পন্ন ও অন্যান্য ৰ ২০ 
উপপাদ্য 

সমরেখ রেখা, অয়েলার রেখা, অয়েলার রেখার 
সংশ্লিষ্ট আরও জ্যামিতি, সঞ্চার পথের গরু 
ছেদাবন্দু ও ছেদাঁবন্দুর রাঁশিমালা 

পাটীগাণতের সংখ্যার সাঁহত সময় দা 
চন্ৰগুচ্ছ বৈ 

প্রাথীনক জ্যামতির সাহায্যে প্রাথীমক বীজগাঁণতের 
কিছু সিদ্ধান্ত বা তাহার প্রাঁতবর্ত এবং কাপুর 
কিছু অসমীকরণ "** » ঢ় 

সরল ঘনবন্তু এবং সোঁন্দ্যময় রা ও তাদের 
নানা প্রকার ছেদ "** 

জ্যামীতর উদ্দেশ্য ব্যতীত জ্যঁমাতর ফাঁলত 
প্রয়োগ one ee তত", 
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“ভজালভৰ্লিলন 


Ever since 19015 indignation Eudoxus and Archytus, the 
doctrine that applicability corrupts has been held by many 
Jeading mathematicians. There is only one source of corruption 
in mathematics ; and that is the motivation by anything except 
‘curiosity and desire for understanding and harmony. 


প্রাথামক জ্যামিতি মাধ্যামক স্তরে বিদ্যালয়ের ছাত্রদের পাঠ্য বিষয় উচ্চমাধ্যমিক 
স্তরের ছাত্রদের ইহা পাণ্যবাঁহভু'ত যাঁদও প্রাথামক জ্যামাতর অনেক প্রমাণিত ধর্ম বা 
উপপাদ্য ত্রিকোণাম?ততে ব্যবহার করা হয়ে থাকে । বস্তু এই মনোমুগ্ধকর [বিষয় 
সমগ্র বিষয়রূপে শিক্ষণীয়, বিশেষরূপে ফাঁলত ও ন্যায়ের তাৎপর্যের দৃষ্টিকোণ দুটি 
থেকে ৷ কিন্তু ফালত দিকটিতে আঁতারন্ত জোর দেওয়া সঠিক হবে না, কারণ তা'হলে 
একটি বিষয় পড়েই আশুলাভের দিকে দৃঁষ্ট হবে। ইউক্লিডের সম্বন্ধে একটি গঞ্প 
প্রচলিত আছে তার এক আঁনচ্ছুক ছাত্রকে নিয়ে । ইউক্লিডকেই সম্ভবত প্রথম পাঠ্য- 
পুস্তক প্রণেতা বলা যায় ৷ তিন ্রয়োদশটি গাঁণত বিষয়ের গ্রন্প্রণেতা, এবং নয়োদশটির 
মধ্যে দশটিই জ্যামিত বিষয়ে । উপরোক্ত ছাত্র যখন তার শিক্ষককে 'জজ্ঞাসা করে বসে 
যে তার এই পড়াশুন৷ করে ক লাভ হবে, তখন শিক্ষক তার দাসকে ছান্রটিকে কিছু 
্র্ণনুদ্রা দিতে বলেন, কারণ ছান্রুটি পড়াশুন৷ করে অর্থলাভ করতে চায় । এই বিষয় 
পাঠে যে সত্য উপলান্ধ হয় তাই নয়, ভাঙ্কর্ষের নীরব গম্ভীর সৌন্দর্য উপভোগ করায়, 
1কম্তু কখনও চিত্তের দুর্বলতা আনে ন৷ ৷ এর স্বৰ্গীয় বিমল সৌন্দর্য যে কোন কলা- 
কর্মের নৈপুণ্যের উৎকর্ষতায় উঠতে পারে। 


প্রথমেই জিজ্ঞাসা করব 1বদ্যালয়ন্তরের জ্যামাতর উদ্দেশ্য কি। এর সম্ভাব্য উত্তর 
[তনটিও সম্ভবতঃ তাদের মিশ্রণ । অবশ্যই ছাত্রদের ফলিত প্রয়োগের উদ্দেশ্যে কঠিন, 
‘ঘন বা সমতলীয় বস্তুর বিভিন্ন পারমাপগুলি "দিতে হবে। আবার বাস্তব উদ্দেশ্য 
ধরা যায় যে ছাত্রদের যুঁক্তসহ চিন্তার শিক্ষাদান করতে হবে । এখানেই প্রকৃতপক্ষে 
শিক্ষকের নিয়োগের প্রাসঙ্গিকতা এবং ছাত্রদের ব্যুৎপাত্ত পরীক্ষায় সাফল্যের মাপকাঠি । 
ইহা। অন্য যে কোন বিষয়েও খাটে । অবশেষে 1বণুদ্ধ উদ্দেশ্য এই যে ছাত্রের! যেন 
জ্যামিতিক সত্য উপলাদ্ধতে উৎসাহ পায় এবং জ্যামিতিক "চন্তাবিষয়ে ধারা ধরতে 
পারায় উৎসাহী হয়। প্রথম উদ্দেশ্যটি জ্যামাতর প্রধান অংশ নহে। আবার 


(iv) 

যুক্তিবাদী করতে জ্যামাতর ক্ষমতা সন্দেহাতীত নহে। তৃতীয় উদ্দেশ্য বিষয়ে অত্যন্ত 
সতকঁত৷ সহকারে অগ্রসর হওয়া উচিত । জ্যামাতর বিভিন্ন দিক যেভাবে এীত- 
হাঁসিক দৃষ্টিকোণ থেকে এসেছে সোদক হতে ধাঁরে ধারে শেখাতে হবে যাতে সাত্যকার 
বিষয়গুলিতে ছান্ৰের৷ আনন্দ পেতে পারে । পরীক্ষায় সাফল্যের জন্যই একমাত্র কাজ 
করা শিক্ষক ও শিক্ষার্থীর উভয়ের পক্ষে গঠিত কাজ ৷ কিন্তু বৃত্তপরীক্ষারথাদের 
কতবার এই কথাটাই ন৷ শোনানে। হয়! জ্যামিতিক গঠনের প্রতি আগ্রহ আনাই হবে 
যুক্তিসঙ্গত কাজ ও জ্যামিতিক চিন্তাধারার প্রতি আকৃষ্ট করতে পারলেই, জ্যামাতির 
নতুন নতুন দিগন্ত খুলে যাবে । সুতরাং জ্যামিতির শিক্ষকদের উপর উচ্চতর শ্রেণী- 
গুলিতে ও অপেক্ষাকৃত নিয়তর শ্রেণীগঁলতেও বৃহত্তর দায়িত্ব বর্তাচ্ছে। 

ইউক্লডের জ্যামাতর প্রণালী অবশ্যই পারণত মান্তষ্কের দান এবং পৃথিবীর 
ইতিহাসের সন্ধিক্ষণে সবচেয়ে প্রাতভাবান গণিতজ্ঞের সৃষ্টি । ইহা দীর্ঘকালের মানসিক 
যুদ্ধের পারণতি যার ফলে বস্তুর আকারের আকুতি যা চোখে দেখা যায় এবং যা যুক্তির 
সাহায্যে বা শুদ্ধ স্বতঃসন্ধের সাহায্যে পাওয়া যায় তাদের পার্থক্য ধাঁরে ধারে এসে 
পড়ে । 

ইউক্লিডের যে জ্যামিতি বিদ্যালয়ে পড়ান হয় তা জ্যামাতক বিষয়বস্তুর প্রাত 
প্রকৃত উৎসাহ সৃষ্টি করার বিরোধী ; কারণ যে স্বতঃসিদ্ধগুলি দ্বারা জ্যামিতির সূত্রপাত 
হয় তাদের সাঁহত যে উদাহরণগুল দেওয়। হয় তাদের যোগসুত্ৰ পরিৎকাররূপে বোধগম্য 
শয়। ছান্রদের প্রথমে আকার, সদৃশ বস্তুর আকার ও প্রাতসাম্য বিষয়ের পাঁরাচিতি 
দিতে হবে। প্রধান লক্ষ্য হওয়া উচিত যেন ছাত্রের জানবার জন্য আনন্দ পায় এবং 
যেন সব উপপাদ্যে আশ্চর্ধভাবে বিন্দুগুলির, রেখাগুলির, তলগুলির বা চিন্রগুলর, 
সমাপতনের প্রাত দৃষ্টি আকৃষ্ট হয়। তাদের সমস্ত ত্রিভুজের বাহুগুলির উপর 
লম্বগুলির একাট বিন্দুতে সমাপতন দেখে খুসী হওয়৷ উচিত বা যে কোন সম্পূর্ণ 
চতুণ্কোণের কৰ্ণগুলির মধ্যাবন্দুগীলর একটি সরলরেখায় অবস্থিত দেখেও আনন্দ 
পাওয়া উচিত । তেমনি ঘনবস্তুর ক্ষেত্রে লম্ব চতুস্তলকের লম্বাবন্দু দেখে ও অনুরূপ 
অনেক জ্যাঁমাতক ধর্ম দেখে রোমাণিত হওয়া দরকার। ছাত্রদের এইগুলি ছাব একে 
বা মডেল তৈরী করে পাওয়। বাঞ্ছনীয় ! সূত্র সাহায্যে প্রমাণ পরে শুরু হওয়৷ উচিত 
হবে। 

খন একবার কোন বালকের কাছে ধর৷ গড়বে যে দুটি সরলরেখা একটি বিন্দুতে 
ছেদাবন্দুর কাজ করছে এবং অনুরূপ ধর্ম তলের ক্ষেত্রে বা বৃত্তের ক্ষেত্রেও পাওয়া যাচ্ছে, 
তখন তার কাছে তীরভাম আর জঙ্গলাকীর্ণ না থেকে পাঁরছকার হ'য়ে যাবে এবং 


651) 


অনেক ধর্ম তার নিকট সরল হয়ে যাবে । যে বালক সঠিকভাবে শিক্ষা গ্রহণ করেছে 
তার কাছে সাঁত্যই আনন্দের হবে সবাকিছু ৷ যখন একগুচ্ছ ধর্ম তার কাছে পরিচিত 
হবে, তখন ইউক্লিডের প্রণালীর সূত্গুলি তার কাছে কত সংক্ষিপ্ত হয়ে যাবে_ যেগুলি 
দিয়েই সম্পূৰ্ণ ইউক্লিডের জ্যামিতি গড়ে তোলা যায় ৷ সত্য বলতে কি এই মূল- 
সূন্ৰগুলির সংখ্য। মানত দুটি-(1) সমাপতনের প্রাতজ্ঞাগুলি, (2) প্যাপ্নাসের প্রাতজ্ঞ৷-- 
দুইটি রেখার উপর যে কোন 1তনটি করে বিন্দু নিয়ে তাদের বজ্ৰযোগের ফলে যে 
{তনটি ছেদ বিন্দুর সৃষ্ট হয় তারা সমৱেখীয়। একটি আনুষ্ঠানিকভাবে প্যাগ্নাসের 
প্রাতজ্ঞার প্রমাণ সাধারণতঃ ব্যবহৃত স্বতঃসিদ্ধগুলির সাহায্যে বা স্থানাঙ্ক বা ভেষ্টরের 
সাহায্যে পরে স্থানীবশেষে দেওয়া হবে। এখন নিশ্চয়ই পাঁরচকার হয়েছে যে 
জ্যামিতি বিষয়টিকে জীবন্ত করে তুলতে হলে সহানুভূতিশীল ও উদমশীল এবং সময় 
ব্যয়ে ইচ্ছুক শিক্ষক দরকার ৷ এৰূপ শিক্ষকগণ যাদের নিকট প্রাথমিক শুদ্ধ জ্যামৃত 
একটি বন্ধ্যা বিষয় তাদের কৃতজ্ঞতা অর্জন করতে পারবেন। তখন তাদের নিকট 
জ্যামিতি হয়ে উঠবে একটি সরস বিষয়, কেবলমানন প্ৰধানতঃ মুখস্থের {বিষয় না থেকে । 
এইসব শিক্ষকগণ আরও একটি গুরু ক্ব্য করতে পারবেন-_দেখাতে পারবেন ফে 
বৰ্ণনামূলক জ্যামিতি বা স্থানাংক জ্যাঁমাত বা অনুরূপ জ্যামিতি সামান্য কয়েকটি 


- সাধারণ নিয়মের সুত্রের অধীন । 


উপরের উদ্দেশ্য নিয়ে, [শিক্ষককে ব্যবহারের জন্য কিছু বেশী হাঁতয়ার হিসাবে 
*কছু স্থানাঙ্ক জ্যামিতি, কিছু দ্রিকোণামাত, "কিছু ভেক্টর বীজগাঁণত ও সামান্য কিছু 
জাঁটল সংখ্যার বীজগাঁণতকে সঙ্গে নিতে হবে ৷ তবে আশ্চৰ্যজনকভাবে কোন সহজ 


ধর্মের সাধারণীকরণ আঁত সহজে পেতে পারবেন । শিক্ষকদের এই সামান্য কিছু 


বেশী জানবার দরকারাট বিখ্যাত গাণতাবদ জি. পাঁলয়৷ (0. ৮০1৪) ও ই. নোয়েথার 
(8. Noether) এর তাদের যৌবনকালের তক থেকে পাঁরচ্কার হয়ে যাবে। 
নোয়েখার জাধুনিক সুন্নানর্ভর গণিত পছন্দ করতেন ন৷ ৷ এবং তা বন্ধুদের নিকট প্রায়ই 
খোলাখুঁলভাবে বলতেন ৷ বন্ধু পাঁলয়া তার উত্তরে বলোছলেন যে প্রাচীনপন্থী 
গণিতাঁবদের। বানরের মত যে বানরগুল গাছ বেয়ে উপরে উঠতে পারে ন৷ ৷ উত্তরে 
শুনতে হল যে আধুনকপন্থী গাঁণতাঁবদের৷ এমন বানর যার! গাছে উঠতে পারে, কিন্তু 
নামতে পারে ন৷ কিন্তু উভয়ে মিলে সম্পূর্ণ গাছাটকে দেখতে পায়, একজন উপরের 
দিক থেকে নীচে যতদুর দেখ যায়, অপরজন নীচের দক থেকে যতদূর উপরে দেখ! 
যায়। কন্তু সাত্যকার সম্পূর্ণ দেখ৷ হয় যাদব প্রায়শঃই জ্যামিতি নামক বৃক্ষের নীচের, 


. হতে উপরে ও উপর হতে নীচে নাম৷ যেত ৷ | ৰ 


(EVE): 

উপরের উদ্দেশ্যগু'ল নিয়ে নিম্নীলিখিত অধ্যায়গুলির বিষয়বস্তু সংযোজিত হয়েছে, 
যাঁদও গাঁণতের হাতয়ারের ব্যবহারের ক্রমের দিকে লক্ষ্য রাখা হয়নি £-- 

(1) সমতলে মোজাইক 'টালির অলংকরণ ও সমতলীয় বহুভ;জের নি্দিষ্টবূপে 
1বভাজন £ বহুতলক ও তাতে রং লাগান । 

(2) কোণের নিদিষ্ট সম অংশে বিভাজন এবং বৃত্তস্থ সুষমবহূভুজ অঙ্কন। 

(3) ব্টাইনের ও লেমাসের উপপাদ্য, সামান্যাকৃত ষ্টাইনের-লেমাসের উপপাদ্য । 

(4) সমাবন্দু রেখামকল, অয়েলার রেখার বহু দিক, ছেদাবন্দুগুলির সণ্টারপথ, 
{বশেষরূপে গ্রাথত সণ্জারপথ, মুরের উপপাদ্য ও তাহার সামান্যাকরণ, টলেমির 
উপপাদ্য । 

(5) পাটীগাঁণতের সংখ্যার সাঁহত যুক্ত জ্যামাতর চিন্র। 

(6) প্রাথামক জ্যামীততে বাঁজগাঁণতের 1বশেষ প্রয়োগ ব৷ বাজগাঁণতে 
জ্যামাতর প্রয়োগ ৷ 

(7) ডিয়েনের ঘনকখণ্ড, সুষমবহুতলকের তল, ধার ও শীর্ষের সংখ্যা নিরূপণ, 
তল ও ধারের নানা জ্যামিতিক সমস্যা । 

(8) প্রাথামক জ্যামাতর ফলিত প্রয়োগ ৷ 

জ্যামাতর কোন ধর্ম নিরূপণ করতো ব্রকোণমাতি, বাঁজগাঁণত ও সামান্য কলন- 
শবদ্যার ব্যবহার করা হয়েছে । উচ্চমাধ্যমিক স্তর অপেক্ষা উর্ধে উঠবার দরকার হবে 
না। বীজগাঁণতের মধ্যে অবশ্য জটিল সংখ্যার প্রয়োগ সুবিধার জন্য কিছু জায়গায় 
ব্যবহৃত হয়েছে । অবশ্য সব সময়ই নজর রাখ৷ হয়েছে যেন বিদ্যালয়ের সর্বোচ্চ স্তরে 
জ্যামাত আকর্ষণীয় বিষয়বস্তু হয়ে থাকে ও জ্যামাতর অন্তানহিত সোঁন্দৰ্য যেন 
'প্রতিভাত হয়। পাঠক্রম নির্দিষ্ট করার পারবর্তে প্রাতভাবান ছাত্রদের মেধা শাণিত 
করাই উদ্দেশ্য রাখ। হয়েছে । তবেই প্রাতভাবান ছাত্রের সৃষ্টির আনন্দে মেতে উঠতে 
পারবে ৷ 

্রন্থপঞ্জীতে ম্যাথমোটক্যাল গেজেট [1] ও আ্যামোরক্যান ম্যাথমোটিকাল মান্থাঁল 
[2] রূপে চিহ্নিত হয়েছে ৷ পুনঃ পুনঃ নাম দুইটির লেখ এড়িয়ে যাওয়া হয়েছে ৷ 


প্রাথমিক জ্যামিতির অঙ্কনের সৌন্দর্য ও যুক্তিবিদ্যার 
শ্রেষ্ঠ নিদর্শন : 


হল পন্রিচ্ছেছ 


সমভলে মোজাইকটা'লির অলঙ্করণ ও সমভলীয় বহুভুজের 
নিদিষ্টরূপে বিভাজন £ বহুতলক ও ভাতে রং লাগান। 


আমরা প্রথমে দালান তৈরী করবায় ইট দিয়ে দেওয়াল গাথবার সমস্যা নিয়ে শুরু 
কার। এখনকার ইটের আকার দৈর্ঘ্যে দুই একক এবং প্রচ্ছের যে কোন 1দকে এক 
একক। প্রশ্ন যে কত রকমে 4 একক উঁচু দেওয়াল গড়া যেতে পারে । প্রথমেই মনে 
হবে 1,109) নং ছাঁবর রূপ ৷ দুইটি ব৷ চারটি ইট ঘনবন্তুর ব্লক হিসাবে কাজ করবে। 


ইসা বিজি লা 
1.1(8) নং চিত্ৰ 
আমরা ইচ্ছা করলে একেবারে ! এককভাবে বা 2 এককে দেওয়ালটি গাথতে পারি। 
যাদি দেওয়ালটি / একক নিৰ্মিত হয়ে থাকে এবং যাঁদ £% একক সংখ্যকরূপে দেওয়াল 
7,108) ছাঁবর রলকগুল দিয়ে তরী হয় তবে: 
[ক লক 4 [5৮ 11৯৯2, 2401.) 


কারণ F, পেতে 17,-5 এর সাঁহত এক একক ইটের গাঁথনী করতে হবে বা ৮ ত 
এর সাঁহত এক ইটের লম্বা দিকের গাথনী লাগবে ৷ 


F,=l, Fi=2, Fi=3, 5০5, ৮5 ৮8৮ইভ্যাদি। নীচে গাথনীগুলি 
চত নং 1.1(b) তে Fs, Fa, 75১ ৮5 দেওয়া হল 


দলি 


* [লি EF 

৮. [লা HH EE 08 

= [লন লিল HE 
12 


1.10(6) নং চিত্ৰ 


2 প্রার্থামক জ্যামতির অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুঁন্তাবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদৰ্শন 


' এর পরে আমরা একেবারে 1.1(8) চিত্রের একক গাঁথনীর সঙ্গে 2 একক নিম্নরূপ 
গাথনী ব্যবহার করব (1,208) চিন্র)। তবে পৌনঃপুনকতার সম্বন্ধ হবে 


টিটি লি 


1,209) নং চিত্র 
2% = 29২ + 42%-% 1. (1,2) 


কারণ'হবে পূর্বে উল্লিখতের ন্যায় । এর সাধারণ সমাধান ন৷ খু'জে একে একে 
23, 2 এ,""ইত্যাদির মান নিৰ্ণয় করব ৷ Z, = ], 2৪» 5, 23 =9, Z5=29:--। 
1,206) নং চিত্রে 2 এর বিবরণ দেওয়া হল ৷ 


[[ EH EH EY FS 
দল তিনি 


1.20) নং চিত্ৰ 


বস্তু হঠাৎ আবঞ্কার হবে যে চার একক একেবারে গাথতে হলে উপরের এক 
এককের সঙ্গে 1.3নং চিন্রের ন্যায় করা যেতে পারে। 


1.3 নং চিত্ৰ 
এৰূপ গাথনীও গ্রহণযোগ্য করে "নিলে পৌনঃপুনিকতার সম্বন্ধ দাড়াবে 
Bom Bn 34 5B Bis + Broa EOD) 


কারণ 1 একক একভাবে, 2 একক পীচভাবে, 3 একক যোগ করতে হলে 2 এককের 
পরে ] একক যোগ করতে হবে, 4 একক যোগ করতে হলে উপরোন্ত পাচ. প্রকার 


সমতলে মোজাইকটালির অলঙ্ষরণ ও সমতলীয় বহুভুজের বিভাজন 3 


2 এককের দুবার গাঁথনী হলে মাত্র 1.3 নং চিত্রের গাঁথনীর বিকপ্প থাকে। পূর্বের 
ন্যায় সাধারণ সমাধান ন! খু'জে একে একে &8৷, 8,9,'ইত্যাদর মান 'লিখব। 
B,=1, 8555) 88৮9, 89, = 30, B,=81.1 আরও পূর্ণ বিবরণ পেতে 
হলে রাইমার [1] দেখ! যেতে পারে। 
উপরে আয়তক্ষেত্রাকার অংশ দিয়ে দেওয়াল তৈরাঁর বিবরণ দেওয়া হল । এখন 
আয়তক্ষেত্ৰ বা বৰ্গক্ষেত্ৰকে ভিন্নযুপে বিভাজন আলোচনা করব। আমর প্রথমে পূর্বে 
আলোচিত শ্রেণী পুনরায় দিলাম । ইহার গোঁনঃপুনিবতার সন্বন্ধ = Fu) + 1-3 
এবং ইহাকে ফিবোনাচ্চি শ্ৰেণী বল৷ হয়। }1= 1) 4৪০1) 8৮৮2, 283 
ইত্যাঁদ। সুতরাং 'ফবোনাচ্চ পরল্পরা শ্রেণী দাড়ায় 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21১1 
ফিবোনাচ্চ শ্রেণী সংখ্যার ধর্ম বৈশিষ্ট্য 
ক 10 URL) 
উদাহরণরুপে দেওয়। যেতে পারে 3*-- 3.2-2:=(- 1), 
5*-- 3.5-3*= + 1 = (- 1), 
8%- 5.8--5১*= = 1 = (-- 1)* ইত্যাদি । 
ধরে নিলাম £,+।৭ 175৯5070758» ( = 1)" । যেহেতু Fy = + দা 3 
উপয্োন্ত সম্বন্ধকে লেখা যেতে পারে 
Fusi® = 25 (055 ""ক+8) = (কত Faia) = (= 1)" |" 
অথব৷, - Fs + Fn + £7।+3.+ 17;+ ৪ (71) 
অর্থাৎ Fuss — /+971+2£8+5% = ( = 1) 
এখন প্রথমে বর্গের একটি বাহ্ুকে 3: 5 অনুপাতে ভাগ করা হল, অর্থাৎ বাহুর 
দৈৰ্ঘ্য 8 এরুপ বগক্ষেত্তকে দুইটি 3 :5 অনুপাতে আয়তক্ষেত্রে ভাগ কর৷ হল (1.4 নং 
চিত্র দুষ্টব্য)। পুনরায় আয়তক্ষেত্রকে দুইটি রা পজিয়ামে ভাগ কর৷ হল সমান্তরাল 


এরি 


5 
5 3 


1.4 নং চিত্র 
ৱেখাগুলিকে 3 : 5 অনুপাত রেখে। তবে ন্রিভুজের ক্ষেতুফল 12, ট্রাপিজিয়ামের 


4 প্রাথামক জ্যাঁমাতর অঞ্ষনেয় সৌন্দর্য ও যুক্তাবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


ক্ষেত্রফল 201 পুনরায় 5 * 13 আয়তক্ষেন্রকে কর্ণ যোগ করে ত্রিভুজ দুটি পাই 
(1.5 নং চির )। বৃহত্তর বাহুকে 5: 8 অনুপাতে ভাগ কার। তবে 1বভাজক, 


[3 
গস 5 
1.5 নং চিত্ৰ 


রেখাগুলির দৈৰ্ঘ্য 3 হবে, যেহেতু ০ বা, ৯-13-3 ~ 3- এবং 


£ছহাও একটি ফিবোনাচ্চি সংখ্য৷ ৷ উপরোন্ত ফলপ্ৰাপ্ডির কারণ 


গর 
এ+ সি বা, y= 191৮ ॥ যেহেতু 


৷ 

৷ 

xs xX n+ 

পুনরায়, FEF = %+% *_ ৮৯ _ ( - ])" সুতরাং | 
এল (82৮৮৭ Fn) =(- 1)" (Ess + Fn) (Fos = 1)" (= 1)" 4 


Fis 


49545 


2+88-57 01) 0 (bt 


মি == 
32 - "কাঁ" =ল:উ%।-1 1 
++ কা” ত 


' 1,4 নং চিত্রের ক্ষেত্রেও একইরূপে দেখান যায় যে ট্রা৷পাজয়ামের ক্ষেত্রফল 
HE, +2%-5) Fast Fn + es (1.6) 
অনুরূপে ত্রিভুজের ক্ষেত্ৰফল কুE॥।-,। F॥+1! কাজেই ট্রাপজিয়াম ও তিভুজের 
' ক্ষে্রফলের অনুপাত £,, : 2, , | আরও {বশেদ আলোচনার জন্য এগার [2]. 
কোক্সিটার [3], কাণ্ড ও রোলেট [4], লকউড ও ম্যাকাঁমলান [5], দেখা যেতে: 
পারে। 
ত্ৰিভাজনের ভিন্নবূপ প্রদর্শনের জন্য পিথাগোরাসের উপপাদ্যের সাহায্য নেওয়৷ 
- যেতে পারে। লক্ষ্য করা যেতে পারে 5* = 4* + 35 বা 5.5= 4,4 + 3.3 (1.6 নং 
চিত্র দ্ৰষ্টব্য )। 


4 দৈর্খোর বর্গক্ষেত্রের 1, 2, 3, 4 চিহ্নত অংশের ক্ষেত্রফল প্রত্যেকেই 4 মানের, 
কারণ সবগু'ল অণ্ডলই একরূপ ৷ 5 দৈর্ঘ্যের বর্গক্ষেত্র 2: (5-%) অনুপাতে ভাগ 
করে বৃত্তন্থ চারটি চতুভূঞ্জ আকা হল । (5-%)%=4 ধরে নিলে, ৯=4, 1 | 
5 দৈধ্যের বর্গক্ষেত্রের অন্তঃস্থ বর্গক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল 3* | কাজেই 58, 42 সুন্দর 


সমতলে মোজাইকটালির অলঞ্করণ ও সমতলীয় বহুভুজের বিভাজন 5 


প্রাতসাম্য নিয়ে বিভাজন কর যেতে পারে । কিন্তু 3* কে সেরুপ করা যায় ন৷ এরুপ 
চিত্র জাকা ছাত্রদের নিকট খুবই আনন্দপ্রদ ! নীচে খুবই সুন্দর, কিন্তু খুবই সহজ ছাব 


সমবাহু ন্রিভুজে বা রম্বসে বৃত্তের চাপের প্রতিফলনের সাহায্য দেয়া হল; বিশেষতঃ 
1.7 নং চিত্র দ্রফব্য। 1.8 নং চিত্ত দেখাচ্ছে কিরূপ সুন্দর প্রাতসম চিন্ন রস্বসের 


1.7 নং চিত্র 


উপর ভীত্ত করে করা যায় মনোরম টালি তৈরী করবার জন্য | য'চ (তরী করবার 


গঠনশৈলী ঠিকমতন অনুধাবন করতে পার তবে নিশ্চয়ই আরও অনেক প্রকার সুন্দর 
প্রাতসম টাল তৈরী কর! সম্ভব হবে ছান্রের যাতে নান। প্রকার গঠনের জ্যামিতিক 
প্রকৃতি বিষয়ে কৌতুহলী হয়ে ওঠে সেজন্য আরও বিশদ আলোচনা করব। ভন্‌ কক্‌ 
এর তুষার কাঁণকার চন্র অনেকেরই পাঁরাঁচত থাকতে পারে। এরূপ বিষয়ের সুন্দর 
বিবরণ পাওয়। যেতে পারে কাঁও [4] দেখলে ৷ সামান্য বিবরণ দিতে হলে শুরুতে 


টি 


ব্‌ 


6 প্লাথামক জ্যামিতির অঙ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্ত।বজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


একটি সমবাহু দ্রভুজজ নিলাম একটু বড় আকারের ত্ৰিভুজ বিলে আকতে সুবধ৷ 
হবে। প্রত্যেক বাহুকে সমান তিন অংশে বিভক্ত কর৷ হল, মধ্যের অংশগুলির উপর 
সমবাহু ত্ৰিভুজ অঙ্কন করলাম । পুনরায় ছোট সমবাহু নি দুইটি বাহু সমান তিন 


ডি ১১%, 
৩7 ১৮৭ 


১২ 

£/777 1) 
০6৮ ৫ 
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অংশে বিভক্ত করে মধোর অংশগুলর উপর পূর্বের অনুরুপ সমবাহু ত্ৰিভুজ জাকলাম । 
পদ্ধাতাঁটর পুনরাবৃত্তি করলে ৫০, ৫,,:::৫,, ক্ষেত্রফল পাওয়া গেল। 1.9 নং চিত্রে 
2০৮ ৫৮৮৫৪ এর স্বৰূপ দেখান হল । 


ক্ষেত্রফল [নিরূপণ করলে 


(1.7) 


a= A, 2৪» ৫3 + এ 


৮০৭ 
5 
a 


an 2 Bs | =3(ৰ ) অর্থাৎ /॥, ৫, চিত্রের একটি বাহুর 


দৈর্ঘ্য, বা 
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ছোট তিিভুঙ্গগাঁলি বাঁহরের দিকে না এ'কে যাদি ভিতরের দিকে জাকতাম তাহলে 
ভন্‌ ককৃএর তুষার কাঁণকাচত্র 1.10 নং চিন্রের ন্যায় হবে ৷ ধরলাম তাদের ক্ষেত্রফলের 
শ্রেণী bo, b,, 84১৮৮ ৷ 


1.9 নং চিত্র 


8০-লিভুজের বাহুর দৈৰ্ঘ্য ৷ 

হঠাৎ চিন্রগল আকা কঠিন মনে হতে পারে। কিন্তু সামান্য মনঃসংযোগ করলে 
িন্রগাল আকা মোটেই কঠিন হবে না । 

সমতল মেঝেতে অলঙ্করণ টালির নমুনা সম্বন্ধে আরও অনেক বলবার আছে। 
প্রাচীন কায়রো সহরে ষড়ভুজের ভিতরে পণ্ভুজ আকা অনেক টালি আছে। তার 
একটা বৈশিষ্টপূৰ্ণ প্রাতসাম্য নিয়ে আছে । কিরূপে ও কেন এরুপ প্রাতসাম্য বেছে 
নেওয়া হয়েছে টালির নমুনা করতে নীচের সামান্য প্রিকোণামাঁতর বিশ্লেষণ দেখলেই 
বোবা যাবে। এই সব নমুনাগুীনকে আমরা কায়রোর পণভূজ টালি বলব । 


1.11 নং চিত্র 
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ধরে নেওয়। যাক পণভুজের চারটি বাহুর সমান মান এ এবং অপর বাহুর মান & 
(1.11নং চির দ্রষ্টব্য)। যদ প%ভুজের দুইটি কোণ সমকোণ হয়, ভবে 


b= 20 (sin > + cos), 0+ 29 = 360° ৰ 8) 
অর্থাৎ b= 2a(sing +০০5%) চকু (1.9) 


(৪) যাদি তিনটি রেখা একটি বিন্দুতে পরম্পর সমান কোণ উৎপন্ন করে মিলিত 
হয়, আমর ধরতে পারি ৪ = 9% = 120" এইরূপ ধারণায় b=৭( /3-1) এবং 
ইহাই & এর সবচেয়ে এবং ছোটমান এবং আমাদের পছন্দমত ৷ 


(৮) যাঁদ b=৭ হয় $ = 11418' হবে, যেহেতু $+ 45" 
ও 1 
180১-91-15] 1.10 
180° 511 5) (1.10) 


(০) যাঁদ b= 22 ধরা যায়, $ = 90° হবে ও আমরা আয়তক্ষেত্রাকার হাবি পাব ৷ 
উপরের 1.11 নং চিত্ল (3) এর ধারণা অনুসারে আকা ৷ ইহাতে ষড়ভুজের ভিতরে 
চারটি পণ্ডভুজ আকা আছে । কায়রে৷ সহরের বড় বড় মেঝেতে ইহারা সবচেয়ে বেশ্দী 
আকা আছে। বাস্তবে মেঝেতে টালর ছাবগুলির আকৃতি ত্রয়োদশ শতাব্দীতে স্পেন 
দেশে সবচেয়ে উৎকর্ষ লাভ করোছল ৷ মুররা সে দেশে নানারকম প্রাতসাম] বা পায় 
আলহান্ব্রায় আভ্যন্তারক অলঙ্করণের জন্য ব্যবহার করেছিলেন। প্রকৃততে সতেরটি 
প্রাতসাম্য দেখতে পাওয়া যায় । তারা সবগুলই ব্যবহার করেছিলেন। তাদের 
এইরূপ নৈসাঁগক প্রাতসাম্যের প্রতি আগ্রহ জীবজ্তুর প্রাত ন৷ হয়ে স্বাভাবিক কারণেই 
হয়েছে ৷ তাদের দ্বিতীয় ধর্মীয় আদেশের প্রতি পূর্ণ আনুগত্যই এর [বিশেষ কারণ-- 
Thou shalt not make unto thee any graven image or any 11106- 
ness of anything that is in heaven above or that is in the earth 
beneath or that is in the water under the earth অর্থাৎ স্বৰ্গে, মর্তে বা 
জলে যারা আছেন বা আছে তাদের আকৃতিগত ছবি জাকা 1নাষদ্ধ । পরে ওলন্দাজ 
শিল্পী এম্‌, স, এশার এইরূপ নিষেধ হতে মুন্ত হয়ে এইসব নমুনার অন্তানাহত 
প্রাতসাম্য বা পর্যায় ব্যবহার করে জীবিত প্রাণীর চেহারা দিয়ে সুন্দর ঢাল তৈরী 
করেছেন ৷ একটি মূল অণ্ডল পছন্দ করে তান নানারকম ছাঁব এ'কেছেন। একাধিক 
ছাব পরে দেওয়া যাবে 
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(6)-এর জন্য পরল্পর যুক্ত আয়তক্ষেতরগুলি পাওয়া যায় (1.12 নং চিন্ত ঘষ্টব্য ) 


1.12 নং চিত্র 


কায়রো সহরের টালীর নমুনার সামান্যীকরণ করা যেতে পারে এবং সেগুলিরও সুন্দর 
প্ররোগ করা যেতে পারে । আমরা দুইটি পণভূজ 4,078, &২]3,0১1),]3: 
আঁকলাম ( 1.12.108), (৮) চিত্গীল দ্রষ্টব্য )। একটি ব্রিভুজের কোণগুলির 180” 
0 ol ৰ 
[7 1 17 
চু | 


(০0) 0 
1.12, 1.12.1 (a), ৮) নং চিত্ৰ 


এবং ত্ৰিভুজটার টালি দিয়ে সব সময় আমরা মেঝে পূর্ণ করতে পারব। চতুৰ্ভুজের 
কোণগুলির সমষ্টি 360" এবং সেজন্য চতুভুজাকার টালী দিয়েও মেঝে পূর্ণ করা যায়। 
1কজ্তু পণভুজের কোণগুলির সমষ্টি 540° । কাজেই পণ%ভুজ চালী দিয়ে মেঝে 
অলঞ্করণ সম্ভব হবে যাঁদ তার দুইটি কোণের যোগফল হয় 180° ও অপর [তিনটির 
যোগফল 3601 যে দুইটি কোণের যোগফল 180" তারা যাঁদ সান্নহিত হয়, 
পঞ্চভুজের দুইটি বাহু সমান্তরাল হবে। 1.12.1 (৪), (৮) চিত্রে ধরে নিলাম 
৪৯ ৮৮180, 2542২1৮1801 প্ৰথম ক্ষেত্রে টালীর আকুতি 1.12.2 (৪) নং 
ঠৰে দেখান হল । 

বখন আমরা %, + %:'= 180" নিলাম, আমাদের আরও একটি বাহুদের মধ্যে সম্বন্ধ 
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নিতে হবে। যেহেতু, ৮, + %,'= 180°, আমর! অনায়াসেই পঞভুজাকার দুইটি 
টালর এ কোণ-সান্নিহিত বাহু একই রেখাতে সাজাতে পাঁর। কাজেই যাঁদ একটি 


1.12.20) নং চিত্র 


টালির 4:72 বাহু, আর একটি টালর B,C, বাহুর সাঁহত সমরেখ হয়, ALE, = 
B,C, ধরে নিলে সুবিধা হবে । আরও ধরে নিলাম A,B, = ED, | এই 
সর্তগুল পণভুজের বাহুগুলির দৈধ্যগলকে সীমিত করে। এই প্রকার ঢালাঁগুলিও যুক্ত 
হয়ে ষড়ভুজ সৃষ্টি করে। যখন বিশেষ ক্ষেত্রে ৯, =>;' = 90 হয় তখন আমঘ্ন৷ 
আগের ন্যায় কায়রে৷ সহরের টালি পাই । 1.12.2(১) নং চিন্তে ষড়ভুজাকার টালি 
দেখান হল। আরও বিশদ ?ববরণের জন্য ডান [6] উল্লেখ করা হল। 


1,12,200) নং চিত্র 


মোজাইক টাঁলর অলঙ্করণকে আমরা পৃথক টালির আকৃতি না মনে করে এক 
বিশেষ মনোমুগ্ধকর জ্যামাতক নমুনা মনে করতে পাঁর । সৌন্দর্যের জন্য গ্রুপ 


3 তাল" ক্রি... 


Sd | দানক 
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চাঁরন্র থাক দরকার ৷ গ্রুপ চীরন্র পর্যায়ের জী পর্যায় ঘূর্ণণ হতেও পাওয়া 
যেতে পারে বা সরণ হতেও পাওয়। যেতে পারে, উভয় প্রকার হতেও আসতে পারে। 
ঘূর্ণনের জন্য আমরা একটি সমবাহু পণ্ডভুজ নিয়ে প্রত্যেক ধাপে 72" কোণ ঘুরিয়ে 
নলে 360° পরে সুন্দর প্রাতসম ছবি পাওয়া যাবে। 1.13 নং চিত্রে ছবিটি দেখান 


হল। 


1413 নং চিত্র 


1.13 নং চিন্রকে মনে হবে যেন ছাড়া ছাড়া, ভাবে আঁকা হয়েছে । কিন্তু একটান। 
ভাবেও এরুপ চিত্র আঁকা যেতে পারে । 1.13 নং চিন্রই শুধু নহে, অনুরূপ অনেক চিন্ত 
একই সূত্র অনুসারে আনতে পারে। বিশদভাবে পেতে হলে লেমার এবং লেমার [7] 
উল্লেখ কর৷ হল। যথাসম্ভব সংাক্ষপ্ত আকারে চিন্ৰগুলি পাওয়ার উপায় বৰ্ণন৷ করব। 
যাঁদ কোন 'বনদুর স্থানাঙ্ক (%, 9) হয় এবং %* 4275 = 1 হয়, এবং (১9) 1বন্দুকে 
মূলাবন্দুর সহিত যোগ করলে %-অক্ষরেখার সঙ্গে ৪ কোণ উৎপন্ন করে, %=০০৪ ৪, 
)/-:8109। উভয়কে একত্ৰ করে লেখ। যায় 2z2=x + y= » ০08 ০+} 8111 6 


(6477) এখন ধর (= ৬%০(]"!} =০০৪(47} +! ১০4} (1.11) 
[6 একটি ধনাত্মক পূর্ণসংখ্য। ৷ ॥ পূর্ণসংখ্যাকে যাঁদ লেখা যায় %/- 4০4 24: + 
2209 + ‘তবে 15=1+1,2+1.2:+1.25 অৰ্থাৎ এক্ষেত্রে 3০ = 1, 4, = 1, 
এল 1, d,=li bMn)=d,t+d,+da+dst+:--1 15 এর ক্ষেত্র 


চ015)= 1 +1+1+1=4 ৷ ১১7 পূৰ্ণসংখ্যা হলে 


গচ _6(78)+া1}/17) 


(80) = ৫ ক্ল 001), 


স্থোনাঞ্ষতলের উপর মূলাবন্দুর সাহত ষোজক রেখ৷ ৷ 1বাভন্ন ৫ যোগ করার উপায় 
ভেক্টর প্রথায় যোগ করা ব৷ বলাবদ্যায় ষেরুপে দুইটি বল যোগ করা হয়। 0/0) 
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রি 

চিন্ত পাওয়। যাবে 5; (0),5501), $(2),--ইত্যাদির শেষ 1বিন্দুগুলি যোগ করে । 
$/(%) এর পর্যায় না প্রমাণ করেও আঁকার পথেই প্রতিষ্ঠিত হয়ে যাবে। আমরা 
নাঁচে 9300 এর চিত্র দিলাম, ৫ <9 ৷ প্রথমেই ধরব ৫০(3)। এখানে 

9০00)= 1, 5০0)-1+687 ০০)-০, 9০(3)=০%, 

০4) = 64হ/2 এ. ১০(১)= 1 + 21591 %/3 + ০2%ল%/৪ =0, 

5০006)-64ল8/৩, So(7) =e" t/2 aR €৪য 6/9, 

৬০8) =৪০%%/% = 1, So(9)=! +65৮5৩ +৫58/5 a0... = (1.13) 
1.14(৭) নং চত্ে ০০(3) আঁকা হল । 
1.1406) নং চিত্রে ৫9(4) আঁক। হল । এবার দেখাব যে 1.13 নং চিত্রের ছবিই 


এর 


603) 
1.14(a) ও 1.14(b) নং ৰা 


Go(5) : ১(0)= 1, So(l)=1 +e€2*1/6, iS: (2) = ] 62 5/5 + gers, 
5503) = 1 + ৫22.115. + 4 %/ 5 + ৫৪% 4/5, 9০ (4) 1 4:6588/5 + ০০৮৪1 
+ 0/0 } ৫৪৭ %/$ = () 


50(5)= ৫%"1/5, ইত্যাদি ৷ REE 0 BAG 


) 0909) 
1.15 নং চিত্র 
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ইহার পর আমরা 0১06) এবং 6, (6) আঁক্কত করব । 


6০06) : 5০00) = 1, $০(1) 28715 +1, ৪০2) = 1 +657/5 + ৫1%, 
০2) = 1 + 27173 +e" 12587/5) €০(4)- 1 + ০%%/5 ein 
46৫%1%%/* 4.৫8 £/5) 


৪০5) = 0 ইত্যাদি । ৰ (1.15) 


(206) : 9100) = ], 5501) ==০৪ম৪/৪ + 1, 9;(2)= 1 + 82" 6/3 
+e/s=0, ) 
$,03)= 1+ 6৪81৮ 4-6285/5 +1, 5,(4) =24+682*6/$ | 
+ e4* $/8 4:69 47/8-7 ] 416878/5 16) 
5505) = 2 + 617.619 124হ8/9 {+ 2৪% $/9 + 20 $/5 ] 
= 2(1 +৫2 8/8 + ৫5 8/) = 0, 
9106)» ets, 51 (7) = ৫5৮15 + ৫৮ 


| 
| 
) 


116 নং চিন্তে 0906) ও 0:06) চিত্ৰত হল । 


G0 (6) 


1.16 নং চিজ 


606) এর চিন্র অত্যন্ত মনোরম, কিন্তু 0:06) খুবই সরল । ইহাতে মনে হতে 
পারে যে 9565) এর "ত্র সরল । কিন্তু তাহা নহে। এজন্য 0:05) এর চিত্র 
নিয়ে আঁকব। 
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9305) : 5:00) = 1, 5,(1) = 1 7" 62955 53(2) = 1 +" 625 4" ৪৪ 4/ 
9503) 1 + €6%7.6/5 41 282/5 } 619 য় tlh ঠ 
5504) কা! + eT i/6 4- 287 1/5 4, 62. 3 6/5 + 21.6 36/ 6.== 0, 
5565) =e: এ & 5106) 01 গগ্ল€/ভ 1 25615) 
S(T) = 2৪ 6/5 4: 65675151-290ম ts, (1°17) 
74৮৮৮ 47626 £/চ + 2207া6/চ +- 295গ়া 6/ 5), 
;(9) = 0, S,(10) = ৫৭%%/৮ ইত্যাদি । 
1:17 নং চিত্তে 0,(5) চিত্ৰিত হল । 


0105) 


117 নং চিত্র £ 005) 


পুরা 

G(T): 9০00) = 1, 9০(1) = 1 1657517১302) = 1 + ৫২৭ %/? + ৫৬৭ +/দ। 
॥9০(3) = ] + ০৪ %/৭ 4 2৫719 } Lie 
So(4) = 1+ 63817 4 62৫4786/দ4 {+ 26 6/৭.} 617, 
5005) সত] 16276/7 4: 2475/7 4267 8/5 1 68/1 1250প8/7। 
50(6)-0,9907)- ৫৭%%/7, 90(8) = 2578/7 + ৫411/7 ইত্যাদি ৷ 


7050) : 9১(0) = 1, 950) = 1 + 62৮51555202)» 1 + ৫4৮57 LOT, 
॥91(3)= 17245 2/5 4687 1/দ.4- ৫2.5 4 লা) 
5804) =] + etiT/T 428 €7/ | 2198 /1 46188, 
951(5)= 1 + 27 %/৭ LesmilT |, 21.5 চল)... 62.6 6 ন/ ৭.4 €205/দ (1°19) 
॥ ঠ 


'5%(6) = 0, 5507) 6517, $3 (8) = ৫৭% %/% +275/হ ইত্যাদি । 


1'18) 


নীচে 0০0) ও 0567) এর চিত্র আকলাম। প্রথমে 6,(7) আকা খুবই কঠিন মনে 
হতে পারে; কিন্তু ভাল করে অনুধাবন করলে মোটেই কঠিন মনে হবে ন৷ (1.18 নং 
চিন দ্রব্য ) । 
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পূর্বে ০(৪), 9:09) ইত্যাদি আঁকবার হিসাব বিস্তারত দেওয়া হয়েছে। উন্ত 
হিসাবের পুমরুক্তি না করে 6;(8) ও 92(8) এর রূপ 1.19নং চিত্রে আঁকা হল । 


000) 
1.18 নং চিত্ৰ 


0108) 0908) 
1.19 নং চিত্র 


অনেকগুলি টালর নমুনা কিরূপে জ্যামীতর সুন্ৰসাহায়্যে পাওয়৷ যেতে পারে তার 
{ববরণ 1বশদভাবে দেওয়া হয়েছে । তবে এগুলি সবই অনৈসাঁগক উদাহরণ । 
প্রকীতিতে জীবজন্তু বিচরণ করে, তাদের দিয়ে এশার (E50৫1) প্রথম প্রাতসম চিন্ন 
আঁকতে সক্ষম হয়েছেন । 1তানও প্রথমে কেন সফল হয়েছেন বুঝতে পারেন 
নাই। কিন্তু পরে তিন বুঝতে পারেন যে প্রাতফলনে সরন ও প্রাতফলনে ঘূর্ণন 
দিয়ে যে প্রাতসামা পাওয়। যায় তা ব্যবহার করতে পারলে নৈসার্ণক জীবজন্তু দিয়ে 
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| 
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প্রাতসম নানা কৌতুহলোদ্দীপক চিত্র আঁকা যেতে পারে । প্রতিসামোর নানারুপের 
একটু বর্ণনা দেওয়া এখানে সমীচীন হবে । এশারের ছাঁবগুলির বৈশিষ্ট্য যে একটি 
একটি দলের সমতা আছে একটি সমতলে ৷ এই দল এঁ সমতলে অপারবার্তত থাকে। 
আবার এ দলের অপাঁরবর্তনীয়তায় দুইটি নমুনার মূল নিদৰ্শন আছে। সে দুইটি 
পরল্পর স্বাধীন প্রাতসরণ ও ঘূৰ্ণন এইগুলকে দেওয়ালের দল বল৷ হর । প্রাথমিক 
স্ফটিকের গঠনতত্ব ইহার ?ভতরে পড়ে । 


ওলন্দাজ 1শল্পী এম্‌, ?স, এশার (1898-1972) এই দলের নমুন৷ পরীক্ষায় 
বহুদিন ব্যয় করেও সঠিক ধারণ৷ করতে পারেন নাই কেন এরুপ "ছবি পাওয়া যায়। 
পরে পিয়ার (৮০198) দল সম্বন্ধে প্রবন্ধ পড়ে তান প্রেরণা পেলেন । আর প্রেরণা 
যোগাল মুরদের স্পেনে অবাচ্থিত গ্রানাডার আলহাম্ব্রার মোজাইক টালিগুলি ৷ 


এশারের পরস্পর আবদ্ধ সিংহদলের চিত্রে চারটি সিংহ মিলে একটি দল সৃষ্টি 
করে। সাধারণতঃ এই সব 1চিন্তের একটি দলের ভিতরে একটি প্রাতসরণ ও একটি 
প্রাতলন আছে। প্রাতফলনকে সময়ে সময়ে 180° কোণের ঘূর্ণন বলা যায় । 
একটি প্রাতসরণকে ব৷ ঘূর্ণনকে 21, দুইটি প্রাতসরণকে বা ঘূর্ণনকে /৪...ইত্যাদরূপে 
নিৰ্দেশ করা হয়। সেইরূপ একটি প্রাতফলনকে 7%:, দুইটি প্রাতফলনকে 7%5 
ইত্যাদরূপে প্রকাশ করব । 1:20 নং চিত্রে প্রাতসরণজনিত ও প্রাতফলনজনিত 
প্রাতসাম্য দেখান হয়েছে । 


আরও বিশদ প্রাতসাম্যের বিবরণ পেতে হলে শাটঘ্রাইডের [8] প্রবন্ধ খুণ্টিয়ে 
পড়তে বলব । উপরের ছাবগুলি ভাল করে অনুধাবন করবার পর এখন এশারের 
আঁকা পরস্পর সংবদ্ধ সংহদল ও পরস্পর সংবদ্ধ যোদ্ধাদলের ছাব বুঝতে অসু1বিধ) 
হবে না। প্রথমে সহজ ছবি সংহদলের দেওয়৷ হবে। এই ছবির বৈশিষ্ট্য হচ্ছে 
যে একদল সিংহ একাদকে মুখ ফিরে আছে ও অপরদল সিংহ ইহার 1বপরীত 1দকে 
মুখ ফিরে আছে । আর একটি চিত্রে দুইদল যোদ্ধা একইরূপে দুই দিকে মুখোমুখি ॥ 
যারা [বশেষরূপে কৌতুহলী, তাদের আরও একটি পুস্তকের ও একটি প্রবন্ধের নাম 
উল্লেখের জন্য লেখ! হ’ল বাডেন [9] ও নিম্যান [10] ৷ 


যোদ্ধাদল দুইভাগে একে অপরের 1দকে মুখ করে আছে। প্রতিসাম্যের রেখাগুল 
ভাঙ্গ৷ ভাঙ্গা রেখা দিয়ে দেখান হয়েছে । 1:23 নং চিত্রে এরুপ টাল তোর বরবার 


নীতি দেখান হল ৷ 
2 
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18 


৯ 


) 


1.21 ও 1.22 নং চিত্ৰ 


1.23 নং চিত্ৰ 
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টালির নমুনার গণতাভাত্ত ও বিবরণ এখানেই আপাততঃ শেষ করলাম ৷ কিন্তু 
টালির সম্ভাব্য আকার সম্বন্ধে বিশেষ কছু বলা হয় নাই। এজন্য এই সমস্যা বিষয়ে 
সামান্য কিছু বলা দরকার মনে করে গাঁণত ক. করে সেখানেও কাজে লাগান যায় 
দেখান হল। আমরা একটি সমবাহু ন্রিভুজকে কেটে একটা ষড়ভুজ তৈরী করতে পার 
বা একটি নিৰ্দিষ্ট বড়ভুজ এই বাহুর উপর লমবাহু ত্ৰিভুজ অঙ্কন করে সমবাহু {ভুজ 
তৈরী করতে পার (124 নং চিন্র দ্রষ্টব্য )। আমরা প্রমাণ করব যে সমবাহু ত্ৰিভুজ 
ঢালি দিয়ে বড়ভুজের নীচে কোনও সামান্য উত্তল অণ্ডল ঢেকে দেওয়৷ সম্ভব নহে। 


1.24 নং চিত্র 


ত্ৰিভুজ টালি দিয়ে ঢাকতে গেলে তিনটি সম্ভাবনা আছে £ ৫1) ব্রিভুজের একটি শীর্ষ ৮ 
যে অঞ্চল £ ঢাকতে হবে তা একটি শীর্ষ হতে পারে (2) ৮ ছয়টি ভ্রিভুজেরই শীর্ষ হতে 
পারে (3) 9 1তনটি 'ন্রভূজের শীর্ষ হতে পারে । ধরে নিলাম যে এ অঞ্চল ঢাকতে 
7 সংখ্যক সমবাহু ভ্রিভূজ টাল লাগবে। ধরা যাক যে মিলনাবন্দু, ধার ও তলের 
সংখ্যা যথারমে 77, £, ৷ যে কোন অঞ্চলে প্রমাণ করা যায় যে F-E+৮=2। 
যথা, ভজে ॥=2, E=3, ৮=31। চতুৰ্ভুজেও অনুরূপ । লাল ফুটাক, দিয়ে 
তল ও সবুজ ফুটাক দিয়ে িলনবিন্দু নিৰ্দেশ করা হল ৷ কাজেই সম্পূর্ণ অঞ্চল 
ধরলে 

77375 V=n+n=2n ( 1:24 নং চিন দ্ৰষ্টব্য ) 

F=E-V+2=n+2 ) রঃ (1°20) 

ধরা যাক €%, ৫৪৪ ৫৪» ৫," ইত্যাদি যথাক্রমে একটি রেখা দ্বারা, দুইটি রেখা 
দ্বারা, তিনটি রেখা দ্বারা, চারটি রেখ দ্বার৷ ইত্যাঁদ পারবেষ্টিত অণ্চল। দ্বভাবতঃই 
৫। -৫এ-৮0। যেহেতু তলগুলি দুইবার ধরতে হবে, 
03৮৫5৮০৮০01 


কাজেই ৮ =৫,.+০৪+ ৫৪ + ৮7142 (1*21} 
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যেহেতু প্রতে)কটি ধার সমস্তগুলি তল নির্ণয় করবার সময় দুইবার ধরতে হবে 


217--405 + 605 + 808 + ৮2637) । (1:22) 
উপরের দুইটি সমীকরণ, হতে ॥ অপনয়ন করে 
6=c,- ৫৪ _:2০39 814 (1°23) 


কাজেই ৫,১৯6 এবং 28১24 বা E>121 একটি সমতল অঞ্চলে £ 
দুইবার গুণতে হবে। সুতরাং সমবাহু শ্িভুাকার টাল দিয়ে ঢাকতে অঞ্চলটি অন্ততঃ 
ষড়ভুঙ্গাকার হবে বা তার চেয়ে বেশী সংখ্যক ভুজ থাকবে ৷ {বিশদ আলোচনার জন্য 
কুখম্যান [11], টুটে [12] এর প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল । 

সবশেষে সহজপাঠের জন্য উল্লেখ কর! হল ম্যাকমাহন [13]। টার নমুনার 
আলোচনা এখানেই ইতি করে পাঁরচ্ছেদের কিছু প্রশ্নমাল। অভ্যাসের জন্য মেধাবী 
ছাত্রদের "নিকট রাখা হল, শিক্ষকর৷ অবশ্যই উত্তর করতে সাহায্য করবেন । 


প্রন্মমালা 


1. 0405) টালির নমুনা নির্ণয় কর । 
2. যাঁদ [-*, [-এর বিপরীত ঘূর্ণন নির্দেশ করে এবং যাঁদ $ ও 7' যথাক্রমে, 


+ ও 0-কে কেন্দ্র করে এ" কোণ পাঁরমাণ ঘূর্ণন হয়, 7-:5" কি নির্দেশ করবে 


এ'কে দেখাও ৷ 
3. আরশোলার হুব দিয়ে মাথা উপরের দিকে রেখে 45০, 135° রম্বসকে 
ভিত্তি কয়ে ব্টাদকে প্রাতসাম্য ও প্রাতসরণের প্রাতসাম্য রেখে টালি শ্রেণীবিন্যাস কর । 
4. একটি আয়তক্ষেত্ৰ 68 মি.মি চওড়া_ও 324 1ম.1ম. লম্বা । ইহাকে সমান 
ক্ষেত্রফলাবশিষ্ট 6টি ট্রাপাঁজয়ামে ভাগ কর ও শেষের দুইটি ট্রাপাঁজয়ামের ক্ষে্ফল 
অপরগুলর অর্ধেক অর্থাৎ শেষ দুইটি আঠা দিয়ে লাগিয়ে দিতে হবে ৷ এক্ষেত্রে প্রমাণ 


কর যে ভূামসংলগ্ন সৃ্ষমকোণ 6 ্বর্ণ-অনুপাত সম্বন্ধ অনুসারী অর্থাৎ tan 0 = 5 


"এবং দুইটি সমান্তরাল রাহুর দৈর্ঘ্য যথাক্রমে 12 মি.মি. ৷ 
5. একটি নিদিষ্ট আয়তক্ষেন্রকে একটি বর্গক্ষেত্র ও একটি আয়তক্ষেত্রে ভাগ কর 
যাতে দৈর্ঘ্য ও প্রস্থের অনুপাত উভয় আয়তক্ষেত্রেরই একই থাকে৷ যাদ এরুপ সম্ভব 
হয় দেখাতে হবে যে অনুপাতটি (/5+1) : 2 [ ব্বর্ণ-অনুপাত ] ৷ আমরা যাঁদ 
19 বার বিভাজন কাঁর, বর্গক্ষেন্রাকার অণ্ডলগুলির যোগফল কত ? 
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6. যে কোন বহুভুজ টালিকে দুইটি অনুরূপ টালিতে {ক ভাগ কর! যায়? 
অথবা যে কোন দুইটি বহুভুজ টালকে দুইভাগে ভাগ করে চারটি টালিতে ভাগ করা৷ 
যায়? উদাহরণ দিয়ে দেখাও । 

J. উদাহরণ দিয়ে দেখাও যে বড়ভুজ অণল সমবাহু ত্ৰিভুজ টাল দিয়ে ঢাকলে 
চারটি রেখ! বা ধার দিয়ে পাঁরবৃত অঞ্চলের সংখ্য৷ 6 অপেক্ষা সংখ্যায় বেশী বা উহার 
সমান ৷ 

8, সংবদ্ধ ষড়ভুজ টালির অলঞ্করণ কর যখন > = 135, %%' = 45 
(1.12(6) নং চত দ্ৰষ্টব্য )। 

9.. পণভূজ টালগুল রং দিয়ে পাঁরসীমিত কর এবং বড়ভুজ অগ্চলের অলঙ্করণ 
পৃথকীকরণ কর যাতে টাির নমুনা সুপৱিস্ফুট হয়ে ওঠে ৷ 

10. যোদ্ধা, অশ্ব বা সিংহগুলিকে বিভিন্ন রং দিয়ে দুপারদ্ফুট কর যাতে তার। 
যোদক-মুখী আছে বা যেরূপ অশ্বারূঢ় পারষ্কার ভাবে বুঝা যায় । 


A mathematician, like painter isa maker of patterns. If 
his patterns are more permanent than theirs, it is because they 
are made with ideas. ৰ 

—Hatrdy 
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ছ্িত্ভীল শল্িচ্ছেদ্ন 
কোণের নির্দিষ্ট সমঅংশে বিভাজন এবং বৃত্তন্থ সুষম বহুভুজ অঙ্কন 


1. প্রথমে উল্লেখ কার যে পারচ্ছেদের প্রথম সমস্যা সমাধানে চমক এনেছিলেন 
গাউস্‌ (1775--1855) ৷ ইউাক্লিডের জ্যামিতির নিয়মে মাপনী ও কম্পাসের বাইরে 
কিছু ব্যবহার নিষিদ্ধ । এই জ্যামিতির কোন অঙ্কন অন্য কিছু দিয়ে চলবে না । 
কন্তু আমরা সময়ে সময়ে কিছু ব্যাতক্লম করব যাতে ছান্রদের মেধার ধার শাণিত হয় ও 
শিক্ষকগণ ছাত্রদের বুদ্ধ প্রয়োগের প্রণালী দেখিয়ে দিতে পারেন ৷,গাউস্‌ সমবাহু ত্ৰিভুজ 
মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে আঁকেন এবং ইহাই ইউীরুডের জ্যামিতির প্রথম উপপাদ্য 
অৰ্থাৎ Euclid [.] তারপর একাট বর্গক্ষেত্র আঁকেন। ইহার স্থান ইউক্লিডের চতুর্থ 
খণ্ডের ষষ্ঠ উপপাদ্য বা Euclid [.6। সমবাহু পণ্ডভভুজ আঁকেন (Euclid IV.11) 
এবং সুষম ষড়বাহু আঁকেন (Uli IV.15) ৷ ইহার পর আঁকেন সুষম পণ্ডদশভুজ 
(Euclid [.16)। তন, চার, পাচ পনের বাহুর সুষম বহুভুজ অঞ্কনের পর তার 
সন্দেহ হয় যে সম্ভবতঃ সুষম বহুভুজ অঙ্কন করা সম্ভবপর যাঁদ বাহুগুলির সংখ্যা 
ফেরম্যাটের মৌলিক সংখ্যা হয় বা উহাদের যুগ্াসংখ্যা হয়। এই আবিষ্কার গাউস 
তাহার মান্ন উনিশ বৎসর বয়সে করেন ৷ স্বভাবতঃই বিজোড় মৌলিক সংখ্যার গুণফলই 
আমাদের চিন্তনীয়। ফেরম্যাটের মৌলিক সংখ্যা নীচের সম্বন্ধ হতে পাওয়। যায়-- 

7৮211, টা) fT Gy 
অর্থাৎ Fo=3, F,=5, ৮2৮17, Fs=257, &% = 65537 | যেহেতু 
7, 11, 13 ইত্যাদি ফেরম্যাট মৌলিক সংখ্য! নহে, মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে 
সুষম সপ্তভুজ, একাদশভুজ বা ত্রয়োদশভুজ অঞ্কন সম্ভব হবে ন। ৷ পুনরায় দ; মৌলিক 
সংখ্যা নহে কারণ £;-এর একটি উৎপাদক 641 যদ 475-25৪+1- 
4294967297 ৷ যাঁদও 641 যে 7,-এর একটি উৎপাদক তার নানা প্রমাণ আছে, 
আমরা এখানে একটি সহজ প্রমাণ দেব। অবশ্য হাঁড ও রাইট [1] এর পাঠ্যপুস্তকেও 
একটি প্রমাণ পাওয়া যাবে। [.-এর ক্ষেত্রেও একইরূপ একটি মৌলিক উৎপাদক 
আছে 274177 (উইালিয়ামৃস্‌ [2] দ্রষ্টব্য )। যে প্রমাণ £';-এর ক্ষেত্রে দেওয়া হবে 
£5 এর ক্ষেত্রেও একইরুপ প্রমাণ দেওয়৷ হবে ৷ 

ধর যাক 2 একটি মৌলিক সংখ্যা এবং p=ag+r ও n=ag' +r 
তবে ॥, 2 দ্বার। বিভাজ্য যাঁদ এ'-7', 2 দ্বারা বিভাজ্য হয়। ইহার সত্যতা 
সহজেই প্রমাণিত যেহেতু 

৫7-৫7-৫7+2৫"-44217-?7"-?2 - দুদ ৷ 
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এখন আমরা দেখতে চেষ্টা করব 218 + 1 এবং 28% +1 এর কোন সাধারণ উৎপাদক 


আছে কিন৷ ৷ যেহেতু 

25211272251], 
27.0+1, 28241 এর উৎপাদক যাঁদ 27,741, 2৮-4 এর উৎপাদক হয়। 
একইবূপে অগ্রসর হয়ে 2*+ দু এবং 27.৫ + 1 এর একই উৎপাদক থাকবে ৷ কোন 
এ এর জন্য ধার 2*+ ৫*=2"04+ 1 বা 27 -%ত "ৰে ৷ ইহা সত্য হতে হলে 


৫=34ব৷ 51 যাঁদ ?-5 হয়, উপরের সম্বন্ধের উভয় পক্ষ সমান ও মোঁলিক উৎপাদক 
2%5+1=5.128+1= 641 একইবুপে £৪ = 2%*+ ] এর জন্য 25.93 +1 
রুপ উৎপাদক পরীক্ষা করে দেখব। পূর্বোন্তরূপ নিম্নের সমীকরণ লিখলাম ঃ 

25৫5 + 1 =2%*<- ৫3, 9, একটি পূৰ্ণসংখ্যা । 


সুতরাং 2৩ +44 - (2.2) 


224 1 এর উৎপাদকগুীল লেখা সহজ ৷ ইহার একটি যুগ্ম উৎপাদক 3.3.7.17 = 
1071 বারম্বার পরীক্ষায় দেখা যার যে যাঁদ ?3 = 1071 হয় (2-2) সমীকরণের 
সমাধান হবে ৷ সুতরাং 2%.1071 + 1 সন্ধানের উৎপাদক, অর্থাৎ 274177, £* এর 
একটি মৌলিক উৎপাদক। এখন প্রশ্ন স্বভাবতঃই মনে জাগে যে 7, কোন অপর 
বৃহত্তর % এর মানের জন্য মোঁলিক সংখ্যা হতে পারে ক না। এখন জানা গেছে যে 
যাঁদ £%, 3:৮%-2)12+1 এর বিভাজক হয়, ইহা। পুনরায় মৌলিক সংখ্য। হতে 
পারে। ১৫৮%৫16 এর জন্য ৮ যুগ্মসংখ্)| । 


আমাদের যে দাবী নিয়ে এই আলোচন৷ শুরু করোঁছিলাম তার পুনরুন্তি করে বলছ 
যে শাবাশস্ট সমবাহু বহুভুজ মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে অঙ্কন কর৷ যাবে যাঁদ, 
n=Fo. Fi, FoF,, Fa, ০ চাহ, 389, 807, দা ইত্যাদি হয়। 
উপরে সংখ্যাগুলিকে যুগ্যপ্রণালীর প্যাঙ্কালের 'ন্রভূজ.এ'কে বর্ণন। দেওয়। যায় । এখানে 
0, ] দুইটি মান সংখ্যা ও 1+ 1=0, 1+0=0-+1=1। 
1 


চায় =3 
10 ॥ --5ত 
11171 --3৯5 
10001 ৮৯ 
110011 --3 x17 
IO10101 -_ত$৷ 17 
67171151121 -3৯5%? 


100000001 ১১257)-702-3) 


কোণের ন্ম্দষ্ট সমঅংশে বিভাজন এবং বৃত্তদ্থ সুষম বহুভুজ অণ্কন 25 


গাউসের যুগান্তকারী আবিষ্কার যে ফেরম্যাট মৌলিক সংখ্যা বা তাহাদের তৈরী যুগা- 
সংখ্যার সংখ্যক সুষম বহুভুজ মাপনী ও কম্পাস সাহায্যে কেবলমাত্র আঁক! যায় তার 
স্বীকৃতি "হিসাবে গাঁটংগেন বিশ্বাবদ্যালয় তার মৃর্ভর পাদদেশে সপ্তদশবাহু বিশিষ্ট সুষম 
বহুভুঙ্গ নিৰ্মাণ করেছেন িচেলট ও শোয়েঙেনভাইন 1898 খৃষ্টাব্দে 257-সুষম 
বহুভুজ এবং হার্মি 65537-সুষম বহুভুজ অঞ্কনের প্রণালী 10 বৎসর চেষ্টার পর 
পেতে সফল হয়োছিলেন। প্রচেষ্টার পাণ্ডালপ এখনও দেখতে পাওয়। যায় (কোটার 
[3]) ৷ যে নীতির উপর নির্ভর করে অঞ্কন কর! হয় তা প্রধানতঃ ন্রকোণামাতির সম্বন্ধ 


tan 26 = নি । ইহাতে == (৪00 ধরলে একটি সমীকরণ পাওয়া যায়, 


অর্থাৎ 2৪৪42: ০9€28-1 = 0 এবং ইহাদের সমাধান দুটি tan 9, - ০০:91 
গাউস্‌ যখন চিন্ত। করাঁছলেন ভাষাতত্ব পড়বেন ন৷ গাঁণত পড়বেন তখন তার এই 
আঁবঙ্কার তাকে গাঁণতের দিকে টেনে এনোঁছল । 

বাহুর সংখ্যা ৷ হলে %--3 এর জন্য সমবাহু ত্ৰিভুজ আঁকা সাধারণ ও বৈচিন্যহীন। 
তথাপি আমর একটি বৃত্তের একটি ব্যাস নিলাম ( 2"1 নং চিত্র দ্রষ্টব্য) ৷ শর বিন্দু 


A 
91 
2.1 নং চিত্র 
03)" ব্যাসের 0.8’ এর অর্ধদূরত্থে অবাস্থত। 4 বন্দু দিয়ে 47741 জ্যা 8071 
2 
এর উপর লম্ব ৷ ধ্র৷ যাক 4H =% ৷" তবে ৮২০3৪ অর্থাৎ 2৮2৫1 


সুতি 408 2৫0০. আন্ত অর্থাৎ tan 90৪0 AOH= V8; 


WE NN) 


tan20= 2" ঠি নি =tan ৰ অতএব 4741 1নাৰ্দফষ্ট ত্ৰিভুজ হল 
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যাহা বৃত্তস্থ ও সমবাহু এবং কোণগুল সমান। বিকণ্পে, 000' = 2৫ এবং বৃত্ত হতে 
০০৫ বৃত্তচাপ এ*কে কেটে নিলাম । তবে ৫2 = /4৫৪ _ ৫৪ V3 ৷ 
CBD বৃত্তের এক তৃতীয়াংশ 'দচ্ছে। 

আমরা সুষম পঞ্চভুজের ক্ষেত্রেও একইরূপে অগ্রসর হব। সুষম পণভুজের ক্ষেত্র 


বৃত্তের কেন্দ্র রি = 72° আঁকতে হবে। আমাদের জানা আছে যে তু = 36" এবং 


cos 72"=-৬ট_1 


, cos 36০= "টি? 1 রি +1 | সাধারণ নিয়ম অনুসারে লেখা উচিত 


ছা ও 9-2)-1-0 সমাধানের 
5 5 3) xX 


জন্য কারণ ০০0৫2 = -- cot ()। অবশ্য রি কোণটির ধর্ম এই যে একটি 


সমাদ্ধবাহু ত্ৰিভ;জে যাঁদ শীর্ষকোণ ভূমিসংলগ্ন কোণদুটির kis হয়, এই কোণদুটির 


2 
মান 5 হবে। এরুপ ত্ৰিভজ আঁকতে হলে (x+ 4-2 3৪. সমীকরণের সমাধান 


করতে হবে। সমাধান করে দেখা যাচ্ছে 2" 40০1, 721 অক্ষনের 
জন্য 2.2 নং চিত্র দ্ুষ্টব্য। 


2.2 নং চিত্ৰ 
4B=এ আঁকা হল এবং ৪০, 48 এর উপর লম্ব। 40 যোগ করে 4৫ 


হতে দু বিয়োগ করে % পেলাম ৷ সুতরাং (*+ 8) ১৫ ৷ 72° কোণ মাপনী 


ও কম্পাস সাহায্যে অঙ্কনের প্রণালী দেওয়৷ হল। বৃত্তের উপরের অঞ্কনপ্রণালী 


/ 
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দিয়ে আঁকতে হলে ০ (2.3 নং চিত্র দ্রষ্টব্য )। 27522 । XZ=2X7, 


সুতরাং ০-১৮-৫। কাজেই ZY=a. 0-2 ১৪--25 sin 36০1 


“ড় 
8 


2.3 নং চিত্ৰ 
অতএব ZY বৃত্তের একপণ্চমাংশ । 24 কে ZY এর সমান করে কেটে নিলেই সুষম 
পণ%ভুজের একবাহু পাওয়া যাবে। উপরের বাণত প্রণালী সত্ত্বেও একটি বিকল্প 
সামান্য প্রণালী দেওয়৷ হল ৷ প্রণালী সম্বন্ধে ধারণা ত্ৰিভূজ অঞ্কনের বিকল্প প্রথা হতে 
আন্দাজ হবে (2.4 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য )। 


24 নং চিত্র 
40 বৃত্তের ব্যাসার্ধ । 480 সমাদ্ববাহু ত্ৰিভুজ অঞ্ষন করা হল যার উচ্চতা 


240 408, 40}, কোর 60" সমান করে অগ্কন করা হল । 400.8, 
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ও 40705 যোগ করে বৃত্ত পর্যন্ত বধিত করা হল। P,, P, বৃত্তস্থ বিন্দুদ্ধয় 
পাওয়া গেল। 44, বৃত্তের একপঞ্চমাংশ 44৮5 পাঁরমাণ পাঁচবার একে বৃত্তস্থ 
সুষম গণভুজ পাওয়া যাবে। প্রমাণস্বরূপ সামান্য ত্রিকোণমিতি ব্যবহার করব। 

AY AO OF. 


লনি tbe Et 1 POA CHE 0 
Sin 60° sin (60°+0) sin 6 LORE 
থ_ 28 
পু হানি | 
tan 9 দা -ট। 
2a 
তরাং, a যা এ, 
1125 510 60° cot ৪ + ০৫০৪ 60° ৮/১+] 
CN ee, নি পক 7 
কাজেই ৪71 (2.4) 
৮0৮11 লৰা তে) ০ 
অতএব cos P, 0A 971 দত্ত] দু cos 72°, 


অর্থাৎ P,04=72°। একটি বিষয় লক্ষ্য করবার আছে যে {ভুজ আঁকতে 
হলে দ্বিঘাত সমীকরণের সমাধান দরকার হয়। জ্যামাতর সাহায্যে ইহা বেশ সহজ। 
সুষম পণ্ডভুজ আঁকতে হলে চতুরধাত সমীকরণের সমাধান দরকার হয়। যে কোন 
সাধারণ চতুর্ঘাত সমীকরণের সমাধান করতে পূর্বে নিৰ্দিষ্ট দ্বিঘাত সমীকরণের সমাধান 
“করে পুনরায় আর একটি দ্বিঘাত সমীকরণের সমাধান করতে হয় । উপরের আলোচনার 
পর আমরা সুষম পঞ্দশভুজ অণ্লের অঙ্কন প্রণালীর বিবরণ দিব। স্বভাবতই 


আমাদের দরকার চা কোণ অক্কনের। কিন্তু 12-72-60০০ এবং 
কাজেই মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে এই কোণ ব৷ 24° কোণ অঞ্কন সম্ভব। ইহার 
পরবর্তী আলোচনার বিষয় সুষম সপ্তদশভুজ অঙ্কন। এক্ষেত্রে আমাদের চারটি 


'দ্িধাত সমীকরণের সমাধান করতে হবে যথা 2৮ + 2 10,744 -]=0 


z+ 21-0, we + +2/-1-0। যাঁদ %-€৪0 0 ধার, y= tan 29, 


z=tan 49, w= tan 89 এবং tan 167 = - tan 0 । অতএব ৪= সুন হবে ৷ 


কাজেই tan নন্দ পেতে হলে ষোড়শবগাঁয় সমীকরণের সমাধান করতে হবে। এই 


বিশেষ ক্ষেত্ৰে নিম্নরূপ অঞ্কন প্রণালী হবে। দেখা যাবে যে ত্রিভুজ ও পণ্যভুজ অঞ্কন 


০ ০০১৯১১৬৫০৯১ 


২৯৬,২০০ মি === 
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প্রণালীর সঙ্গে কিছুটা সাদৃশ্য রয়েছে। পণ্ভুজ আঁকার প্রণালীর জন্য নেলসনের 
[4] প্রবন্ধ কিছুটা সাহায্য করবে ৷ সুষম সপ্তদশভুজ আঁকবার পূর্বে সুষম প%ভজ 
আবার 'বকপ্প সংাক্ষপ্ত বিবরণ দেওয়া হল। ০৮) ব্যাসার্ধের উপর 67 ব্যাসার্ধ 


লম্ব আঁকলাম ৷ 7), 0.89 এর মধ্যাবন্দু । /. 0DP, কোণকে DN; দিয়ে সমদ্বিখাওত 
করে N;,, ০০ রেখার উপর পাওয়া গেল (2.5 নং চিত্র দ্রষ্টব্য ) ৷ N,P,, OP, 
এর উপর লম্ব টান৷ হল এবং 2, বৃত্স্থ বিন্দু । 2০, বৃত্তের পণ্ডমাংশ হবে । কারণ 


08217, বে LODE, অৰ্থাৎ tan % =2 ৷ 


০০৪ 6 = ০০৪ POP; = টন 


সুতরাং, tan = 11805 EA tan ঠুএর ক্ষেত্রে 2 ৫০৪ ০ বাঁসয়ে পেলাম 


1-4 009৪ 9-2 ০০১ 6= 0, অৰ্থাৎ 9০93 9 এহ} cos 72"। কাজেই 
9=72°। টী 1025) 
এখন সুষম সপ্তদশভুজের অঙ্কন প্রণালীর অন্যান্য সুষম বহুভুজের অঞ্কনপ্রণালীর 


সাদৃশ্য পাঁরঙ্কার হবে ( 2.6 নং চিত্র দ্রষ্টব্য )। 2072. ...21 0 সপ্তদশভ:জ [নিৰ্দেশ 


2598. 


করবে। 08 ব্যাসার্ধ 045 ব্যাসার্ধের উপর লম্ব। 0 এর সমান নেওয়া 


হল। 4০) যোগ করা হল॥ 014, কোণকে সমচতুঃখণ্ডে বিভন্ত কর৷ হল, 
অর্থাৎ / ০48 ৰ LOJA, ৷ / [৪ কোণ 45° এর সমান করে আঁক! হল । 


14০ ব্যাসের উপর অৰ্ধবৃত্ত আঁক৷ হল এবং ইহা 08 কে 1 বিন্দুতে ছেদ করে। 
E বিন্দুকে কেন্দ্র করে এবং EK ব্যাসার্ধ নিয়ে বৃত্ত আঁক৷ হল এবং ইহা 719 ও 15 
দুটি বিন্দুতে 04০ রেখাকে ছেদ করে। 2৪ এবং এঃ বিন্দুতে 049 এর উপর 
লম্ব টানলাম ৷ এ লম্বদট 84০ মূলবৃত্তকে £ও এবং £5 বিন্দুদ্বয়ে ছেদ করে । 


30  প্রাথীমক জ্যামাতির অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুক্তিবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 
এখন প্রমাণ করতে হবে যে 4,4, বৃত্তচাপ দৈর্ঘ্যে সম্পূর্ণ বৃত্তপাঁরাধর অংশ 


উপরের»আজ্কন প্রণালী 'রিচ্মণ্ডের [5]। প্রণালীটি যথেষ্ট সহজ ও সংক্ষপ্ত। 


68255 


MSR 
N5 F 0 ৰ Nj Ao 


পুরাপুঁর জ্যামিতিক প্রমাণে আঁতীরন্ত করণী চিহ্যুন্ত সংখ্য। আসবে বলে সংক্ষপ্তকরণের 
জন্য তাহাদের দশমিক আসন্নমান বসাব। প্রমাণ করব যে / 4,04; ০ ৷ 


T 
আমাদের জানা আছে ০০5 44০045৮9755 a= 040, EN; = EK, 
৫5 % 
EK? = OK* + OE*, OK? = 0.04, = দন tan (45- 8) 
= 44510, 0-£ ১১248: 
কারণ %- 4৪ OE & 180 tang ala 4, 
সুতরাং 
2৪ ০} ৰ টু টু 
দু (+ 2) 12a ৮) 


০০9444০04৮৮ _ COs L ALON; = -ONs_ _EK-OD ] 
নর ৫ ৫ 


(2.6) এর সাহায্যে %৯576০, 0E= x "3443530861, 
ON, = a JC0861)2 + (9 ৮44৫ । সুতরাং 


cos / 4,043 = ‘44 = cos 64°, অর্থাৎ /45045 = 641 
cos /-4,04৮3- (35 - '09) = - 2655005105০ অর্থাৎ, 
/450945-5205| সুতরাং £4504; = 105"- 64° 


od 
4] সুদ +. (2.7) 
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অঞ্কনের জটিলতা অবশ্যই নি কিন্তু অঞ্ষন 19 সাফল্যের কারণ 


অনুসন্ধান খুব কঠিন নহে ৷ আমরা যদি নস লাখ এবং এ বন = ০, তবে 46 =) 1 


৪ নিৰ্ণয় করবার সমীকরণের বগাঁয় মান 161 একটি দ্বিঘাত সমীকরণের মূলে একটি 
করণীবাশিষ্ট সংখ্যা থাকে। চতুর্ঘাত সমীকরণে অষ্টঘাত সমীকরণের অনুরূপ কারণে 
করণীর উপর করণী চিহুযুন্ত সংখ্যা, করণীর উপর করণী ও তাহার উপর করণী 
চিন্নযুন্ত সংখ্য। মূলে থাকবে । ষোড়শঘাত সমীকরণে ( করণী )৪ করণীর উপর চিহ্ন 


i 


দিয়ে সংখ্যা মূলে থাকবে। কাজেই যেহেতু tan Y= tan 7 ) tan J এর 


সমীকরণের সমাধানে বর্গকরণীযুসত সংখ্যা থাকবে । ইহার উপযোগাঁরূপে বর্গ করলে 
শুধুমান্র একটি করণীযুক্ত সংখ্যা থাকবে । ইহ! দ্বিথাত সমীকরণের সাঁহত যুক্ত এবং 
4 


জ্যামাতক প্রথায় মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে সমাধানযোগ্য। ইহ! সনু বেছে 


নেওয়ার কারণের ব্যাখ্যা দিচ্ছে ৷ 
সুষম 51-ভূজ ইহার চতুষ্পার্স্থ বৃত্তের কেন্দ্রের 2" 5 =. কোণ এক একটি বাহুদ্ধারা উৎপন্ন 


করে। কিন্তু ড্ৰ = কাজেই = য় কোণ আঁকতে হলে এর 


1তনগুণ করলে চলবেন উপরের বিশ্লেষণ হতে পাঁরষ্কার জান৷ যাচ্ছে যে বাহুগুলির 
সংখ্যা যদ 2541 বা তাহাদের যুগ্ম সংখ্যা হয়, তবে ইউক্রিডের অনুমোদিত 
মাপনী ও কম্পাস সাহায্যে এরূপ সুষম বহুভুজ অঙ্কন সম্ভব ৷ 
ণকন্তু একটি দিকের আলোচনা হয় নাই ঃ কোন্‌ কোন্‌ সমীকরণ নলে সত্বর 
আমর৷ অক্কনযোগ্য সমীকরণে আসতে পারব। সৌঁদকের বিশদ আলোচনার 
অসুবিধ আছে। তথাপি কিছু আলোচন! নীচে দেওয়া হল। 
গাউসের বন্তব্যের গাঁণতের উপাদান নিয়রূপ ঃ 
7 মৌলিক সংখ্যা হলে সুষম 7-ভুজ মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে আঁকা যাবে 
যাঁদ 2 ফেরম্যাটের মৌলিক সংখ্যা হয়, অর্থাৎ 2=-2* + 1], %-22”। যে কোন 
॥ এর ক্ষেত্রে %-বাহু যুক্ত সুষম বহুভুজ আঁকা যাবে যাঁদ% এর উৎপাদকগুলির ধরণ হয় 
725 11 pt (I গুণাচহ শ্রেণী নিৰ্দেশক ), ১৮026) 
2 বিশুদ্ধ ফেরম্যাটের মৌলিক সংখ্য। হলে, /-ভুজ বিশিষ্ট সুষম বহুভূজের শীর্ষ- 
বন্দুগুলি 
১৮-]=0 ৃ 10 (00) 
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সমীকরণের জটিল ও একটি বাস্তব মূলগুলির বৃত্তের উপর অবস্থান দ্বার৷ নির্দৌশত ৷ 
অবশ্যই 

৮-1 =(%৮- 1) (৮2-45-2251) 5০010) 
মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে এ শীর্ষাবন্দুগল পেতে হলে (2- 1) কে 2 এর কোন 
ঘাত হতে হবে এবং যেহেতু 2? মৌলিক সংখ্যা, 2 এর ঘাতটিকেও 2 এর ঘাত হতে 
হবে ৷ ইহার বিপরীত অর্থাৎ যে সুষম ॥-ভুজের বহুভুজ %, 2=2 1710; রুপ না 
হলে কখনই অঞ্ষন সম্ভবপর নহে তাহার প্রমাণ দেওয়ার চেষ্টা থেকে বিরত হওয়া 
গেল, কারণ ইহাতে একটু উচ্চতর গাঁণতের দরকার হবে। 257-ভুজাবাশিষ্ট সুষম 
বহুভুজ অঞ্ষনের জন্য নীচে একটি সরল বীজগাণিতিক সমীকরণের শ্রেণী দেওয়া হল। 
আশ৷ করা বায় ইহাতে ছাত্রছাত্রীদের 257-সুষম বহুভুজ অঞ্ষনে কৌতৃহলী করে 
তুলবে £ঃ- 


সমীকরণ মূলগুল 
৭7০৫7 64 ৭০০৯ ২1 
% -4০০১০+ 160০ 4৮০11) 70, 29 
Xt 4০12641603০ 7৮58) gi, Log 
পে ০0০90 + (2690 + 5% 9 1 + 4499 45০25) ০, 4৪4 
X° - %%এ%৮ + (dL) + 5%91 7252০ 15425) 39%. bse 
28 = এ৪ও%?+ (543০ 14455 + 5433 + 2493) মৰ Ley 
28 ০ %৪০৯৭ (2%90 7 24997 2498 7৭৪৮ + Lass) bio Line 
28৯ ০ এৰ চ%্ ) (2%তও২ + 2439 1685 4268০ 4458) *৮৫:১:%৫০ 


2৯-6৮৪% 4 (55০7 2589 + Lest 2456 +2437) ৭০425৫০4520 
20974০98204 (255০ 4055 42-555 + 249 87488) ১৭টি 
2৮275554281 055০1 255545658 + 2498, + 2486) 22 
2৫৪০৬০৯৫5৪3 4255 4০5৪ +2৪5 4258) প্তিঞত৯ Ls, 
28 _০০৪৫০০702৪০4485 2555 + Lest 259) ৭০6৯ Laid 
2৮5৬৪240655 7555724556৪ 42558) Lr hg, 


15 
9 

গৈ 5০4০7 (৭৫০ ৭1%. 437 4&০ 455) ০5০ 

টু ৰ 

% ৮০437 (6551 ৭৫৪7৭ Last eso) 53 

চন 

2৮4৭261055৭ + %২৪ 755৪ + < 4, ২2) পভ, এ৪চ L4T 


চুব 
X _ %৫৪%+ (54৪ + %৫৪ 74645 ২০74, 18) L5, 94s Lis 
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সেই ল= €49%৭+ Lot ৫, ০ 76 12174. 25) শত, গত৯ ৭০৬9 
29181 1oX H(A 55450856445 7০45) Ls, ত? *5, 94 
" 9748০৯4০545, 2৪) বি 
ডন = %৪, 2৫১৮7 তেজ, হজ তত) হজ) ৪, 5০ 
287০, 021+৮657 5০ df) 
27:০7, ০%+ 1 এট 
(2117 


এ [বিষয়ে আঁতারন্ত জানতে হলে 


৪০’ ৷ 
1বশপের [6] প্রবন্ধ ও গাউসের প্রাচীন এতহাসিক গ্রন্থের [7] উল্লেখ করা হল। 
উপরের আলোচন! দেওয়া হল ইউব্রিডের প্ৰাথামক জ্যামিতি এখনও কত জীবন্ত 
দেখাবার জন্য । আজও এই জ্যামিতি ইউক্লিডের সময় থেকে নেপোঁলয়নের সময়, 
যখন গাউস [7] বেচে ছিলেন, পার করে সমানভাবে দৃষ্টি আকৃষ্ট করে চলেছে । 
গাউসের এ সমস্ত কাজ সকল বিদ্বানের শ্রদ্ধা আকর্ষণ করেছে। নেপোলিয়ন, 
গোটিংগেন বিশ্ববিদ্যালয় সে সময়ে যে ভডিটকের রাজত্বে ছিল, তাকে পরাজিত করে 
তার রাজ্য দখল করে গাউসের উপর জাঁরমানা-কর ধাৰ্য করেন ৷ কিন্তু গাউসের সে 
পরিমাণ অর্থ ছিল না ব। দেওয়ার সামর্থযও ছল ন৷ ৷ ডিউক জ্ঞানবিজ্ঞান চর্চায় বিশেষ 
আগ্রহী ছিলেন এবং গাউসের বেতনের বন্দোবস্ত করে দয় ছলেন। 1কন্তু যেইমান্ত 
জারমানা-করের পাঁরমাণ বাইরে ছাড়িয়ে পড়ল, ফরাসী বিজ্ঞানীরা গাউসের প্রতি 
সম্মান দেখাবার জন্য সেই অর্থ দিয়ে দিয়োছলেন। একারণেই ইউরোপের সংস্কৃতি 
গভীরভাবে অনুধাবন কর৷ দরকার এবং বিদ্বানকে সম্মান প্রদর্শনের প্রথা শিক্ষণীয় । 

উপরে যে আলোচনা হল সেখানে একটি বিষয় লক্ষ্যণীয় যে দুই সমকোণ কে 
সমান তিন অংশে ভাগ করা হয়েছে । এই িভাজনে সমীকরণ 


০০৪ 7 = -- 1 = 4 ০০৪%৪০ - 3 ০০৪.0 } 


বা (2.12) 


3 tan 9 —tan® 6 = 0 
(2.12) সমীকরণের মূলগুঁলি দৃশ্যতঃ বাস্তব । কিন্তু ষে কোন কোণের জন্য 


9 ৪ 
সমীকরণ tan 30০3 এর জটিল মূল আছে। কিন্তু যদ 


20811 9 
আমরা লাখ an রেট 


(909 6 * 0810.20 + 2 tan 6-tan 20=0 =. (2.13) 
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এর সৰ্বদাই বাস্তব মূল আছে যাঁদ সমীকরণটির a0 9 চল হয় যখন 1৫7) 20 জ্ঞাত 
এবং ইহার মান - ০০ হইতে +০০ পর্যন্ত বিস্তৃত । কাজেই যে কোন কোণকে 
মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে জ্যামাতর প্রথায় দ্বিখণ্ডিত করা সম্ভব, যেহেতু (2.13) 
সমীকরণের বাস্তব মূলগুল জ্যামীতর সাহায্যে পাওয়া যায়। যে কোন কোণকে 
সমান অংশে প্রিখাওত করার সমস্যা ভিন্ন প্রকারের যাঁদও 3 ফেরম্যাটের মৌলিক 
সংখ্যা। ফেরম্যাটের ছাড়া অপর কোন মৌলিক সংখ্যার ক্ষেত্রেও অনুরূপ অসুবিধা 


আছে। উদাহরণ ্বরুপ -= ব৷ 14 মাপনী ও কম্পাস সাহায্যে অঞ্কনের সম্ভাবাঁত৷ 


নাই । আমর প্রথমে যে কোন কোণকে ন্রিখাওত করার সমস্যা আলোচনা করব । 

2. যেহেতু কোণ খাত করার সমীকরণের বাস্তব মূল নাই, জ্যামিতির মাপনী ও 
কম্পাসের সাহায্যে ব্রিখাওত কর! সম্ভব নয়। কাজেই আসন্ন 'ন্রখাঁওতকরণের পথেই 
যেতে হবে ৷ সব থেকে সহজ পথ হবে নিদিষ্ট কোণকে প্রথমে দ্বিখণ্ডিত করা৷ এবং 
একটি অংশ রেখে অপর অর্ধকে সমাদ্বিখণ্ডিত কর।। ইহাতে দুইটি সান্নাহত কোণ 
4800 এবং 40908 এর বিয়োগফল পাওয়া যাবে (2.7 নং চিত্র দ্রষ্টব্য) ৷ 


2.7 নং চিত্র 


৪৬ ৮6 
ইহার মান 2 - 5! 965». /C,0C,; কে সমাদ্বিখণওত করে 4800, 


হকি 
‘কোণকে আমরা 197 ্: 23 + টু ! OC,, এ€3৪৫০৫৪ কোণকে সমাদ্বখাওত 


র 4800 = ৫৭১০৬ 
6719, 


48005 = IF এই প্রণালী অত্যন্ত সাধারণ ও অনুরূপ সর্বক্ষেত্রে 
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প্রয়োগ করা যায়। উদাহরণ স্বরূপ কোন কেণকে সমান পাঁচভাগে ভাগ পাওয়া যাবে ৷ 


608 
বাল ১০, 49 (214) 


কন্তু এই প্রথায় ক্ষুদ্র ক্ষুদ্র কোণের মধ্যে বারম্বার দ্বখণ্ডক রেখা টানার অসুবিধা 
আছে। ইহা ক্লান্তকর শুধু যে তাহা নহে, ইহাতে ভুল হওয়ার আশঙ্কাও আছে । 
কাজেই 'িকষ্প প্রথ৷ নিশ্চয়ই স্বাগত ৷ 'প্রথমে বিকল্প প্রথা হিসাবে নিরাসন্ন কিন্তু 
সঠিক ইউক্লিডের প্রথায় না গয়ে ব্রিখাওতকরণের প্রণালী দেখাব। এই প্রণালীতে 
মাপনী, কম্প!স এবং সেট স্কোয়ার দরকার হবে। 
একটি [বিশেষ ব্যবস্থা তৈরী করেও নেওয়া যেতে পারে। একটি আরতক্ষেত্রের 
একটি কোণে বৃত্তের এক চতুর্থাংশ কেটে নেওয়া হল ৷ নীচের অঞ্কন প্রণালী হয়ত 
সহজতম। ধর৷ যাক £403 শনার্দষ্ট কোণ যাকে ত্রিখাওত করতে হবে। 
04=0B=! নেওয়া হল। একটি সরল রেখার উপর 4) ও £& বিন্দুদ্ধয় 7 দুরত্বে 
নেওয়া গেল ৷ এই সরলরেখা / 40. কোণের উপর রাখা যাতে 4), 4B রেখার 
উপর পড়ে এবং £ বন্দু 4 কেন্দ্র করে ৮ ব্যাসার্ধের বৃত্তের উপর পড়ে এবং DE, 
0 বন্দুগামী। তবে 0D, / 408 কোণের ত্রিখণ্ডক (2.8 নং চিত্রে যে কোণ্গাল 


সমান দেখান আছে তাহাদের দ্রষ্টব্য )। 


2.8 সং চিত্র 


ইহ! বুঝা যায় যে |; = < + 8 এবং 44 B+20= ও নিৰ্দিষ্ট কোণটি (প্র - 24) ৷ 


সুতরাং 
৪-8_০-(র--26)-5 (2.15) 


T—24 


অর্থাধ, এ মা 
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অঞ্কনের সুবিধার জন্য বৃত্তকাট। আয়তক্ষেত্র ব্যবহার না করে, D ও E বিন্দুদ্বয় 
এমনভাবে সেট স্কোরারের উপর স্থাপিত করা যেতে পারে যে সেট স্কোয়ার EDF 
€9 বিন্দুতে সমকোণী ) এমনভাবে চালিত করা হল যে ED ধার 0 বিন্দুতে অবাদ্থত 
একাঁট আলাপনকে স্পর্শ করে এবং DF, C বিন্দুশ্থিত একটি আলাপন স্পর্শ করে 
থাকে । যখন &, 4B-এর উপর পড়বে, DE, 4408 কোণকে ব্রিখাওত 
করে। এ অঞ্কন নিশ্চয়ই নিদিষ্ট কোণকে নিরাসন্ন ত্রিখাওিত করে, কিন্তু অঙ্কন 
শুধুমান্ত মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে হল না। 1বশদ আলোচনার জন্য ফিন্লের 
[8] প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল। (বিশ্লেষণাত্মক আসন্নমানের প্রণালী যথাস্থানে বিবৃত 
হবে ৷ অপর নরাসম্ন (৩5৪০) কিন্তু ঠিক শুধুমাত্র মাপনী ও কম্পাসের উপর 
নির্ভরশীল নহে এরুপ অঞ্কনপ্রণালী a (9 - 2$) =n ? সৃত্রের উপর নির্ভর করে 
করা যেতে পারে । ইহার বিশদ 1ববরণের দরকার নাই । এই {ববেচন৷ করে এটি 
সহজ প্রশ্ন হিসাবে রেখে দেওয়া হল ৷ 

কোণকে সমান্রখাওত করার জন্য নীচের আসন্ন প্রণালী একটি 11 বংসরের 
বালকের এবং ইহাও 20 মিনিট চিন্ত। করবার ফল ইহা উল্লেখ করা হল [বিশেষ 
করে সৃজনাত্মক.পাঠদানের কথা মনে করে। 4740 1নদিষ্ট কোণ ও 48 = 46 
নেওয়া হল। 4 1বন্দুকে কেন্দ্র করে 48 ব্যাসার্ধের একটি বৃত্ত আকলে B4 ও 
04 বাধিতাংশে যথাক্রমে ও ও £ বিন্দুতে ছেদ করে (2.9 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য ) ৷ 
FB এবং GC যোগ করে P ও 0 পর্যন্ত এরুপ বধিত করা হল যে BP =2A4B 


2.9 নং চিত্ৰ 


এবং 6 =2 40 ৷ P এবং 0-কে 4-এর সাহত যুন্ত করা হল। 24, 04, 
£ BAC কোণকে সমানখাঁগুত করে। প্রমাণদ্বৰুপ নীচে সংক্ষিপ্ত বিবরণ দেওয়া 
হল। ধরা যাক BCG বৃত্তের ব্যাসার্ধ ৷ এবং £8:40-2%, /৪:47৮-)। 


কোণের নিদিষ্ট সমঅংশে বিভাজন এবং বৃত্তস্থ সুষম বহুভুজ অঞ্কন 3? 


অতএব 
7 27 ৷ ৰ 
লি তাল -})ল= ০০2 
পা অর্থাৎ 2517 (7) = 510 y (2.16) 
যাঁদ 2- বড় সংখ্যা না হয়, 
20-9) ==); অৰ্থাৎ >= 3 15878174817) 
স্বভাবতঃ বড় কোণের পক্ষে এ অজ্কনে ভুল বেশী হবে। ভুলের পাঁরমাণ সরণী 


আকারে দেওয়া হল ঃ-- 


91 5০1 101 15, | 30° 


45০ 16০ | 


ক 15° [29581 4452 | 88153 | 131024: 171°18' 
কাজেই বেশী নিভূল প্রণালীর দরকার । নাঁদষ্ট কোণ 4408 এর দুই বাহু 
০4 = 08 নেওয়া হল এবং 0 1বন্দুকে কেন্দ্র করে বৃত্তের চাপ 48-এর উপর 
€ চলমান বিন্দু এবং £896-2% (2.10 নং চিত দ্রষ্টব্য )। % কোণটি 
£408 কোণের নানের উপর নির্ভরশীল ৷ নির্ভরশীলতা সরণী সাহায্যে দেওয়। 
হবে। 04 রেখার উসর D বন্দু এমনভাবে নেওরা হল যে DC, 04 রেখার 


০০ 


2.10 নং চিত্র 


সাঁহত / 04 কোণ 30°-এর সমান উৎপন্ন করে। DC-কে বাঁধিত করে. 
DP= BC নেওয়া হল। 0৫, 84 বৃত্তচাপকে ত্ৰিখওত করণে যদি বিন্দু 
এমনভাবে নেওয়া হয় যে নীচের সমীকরণের ৭0 % একটি বান্তব মূল হয়! ধরা 
যাক ৯(%, }) ৷ কাজেই 

x= এৰি ৪10.4 +2 sin (ঠ + 24%), )' = 5}0 {, B= 30" - <, ০4. 08-1 


(2.18) 
৷ oD 1 
কারণ, ৪৫=2 sin $=DP, 5 G02) ৪৪36 অর্থাং 
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012 = 2 56 (9+2?)। যাঁদ ৮ বিন্দুর সপ্টারপথ € বন্দুতে 70-এর সাঁহত 
মলে যায় 02% = 0৫% = 1 । অৰ্থাৎ, ই 
{V8 sin ?+2 sin (৪ + 2) 15481102071 7 59019) 
(2.19) সমীকরণ হতে %, « সরণী প্রস্তুত করা হল। 
টন Bl HTL OSE ARE Ee US 8 
? | ০০ 115. | 30০ | 45160 | 25190, 


৭3 | "027 |'019 | "012 1006 --"0002 | --006 | -"012 


একটি দিক লক্ষ্যণীয় যে ?-এর ভিন্ন ভিন্ন মানের জন্য 4/3 প্রায় একই মানের। 
কাজেই ৮ বিন্দুর { চলমান ধরে নিয়ে সঞ্টারপথ আঁকলে এ সণ্যারপথ BC-কে 
$ = <!3 বিন্দুতে ছেদ করে । এরূপ অঞ্কন প্রণালী অনুমান কর৷ কঠিন নহে । 
আমরা এখানে বলে রাখ যে ঘাঁদ % রোভয়ানে মাপা যার ও 4৫, গ/6 অপেক্ষা 
ছোট বা প্রায় সমান কোণ হয় 511. % == % । যথা 


নানার 584 
৪805) ৮৭৫ তত । এখন ধরা যাক 213 ৭ 8 


কাজেই ৮ বন্দুর ) স্থানাঙ্ক, 1. sin 3০৪ এবং ৮ স্থানাঙ্ক 


কাজেই আসন্নমানে P-এর উভয় স্থানাগ্কই এর স্থানাঞ্কের সঙ্গে মিলে যাচ্ছে । 
তবে আসন্নমান খুব বেশী সুক্ষ্ম নহে । আরও বেশী সুক্ষ্ম ত্ৰিখওনের দরকার আছে । 
উপরোন্ত আলোচন! বিশদভাবে দেখতে হলে ফ্টার্জেসের [9] নাম উল্লেখ করা হল ৷ 
আশ্চর্যের বিষয় এত কলনাবদ্যা জানার পর যেদব আগন্ননানের অঙ্ক পাওয়। যাচ্ছে 
তার চেয়ে বেণী সূক্ষ্ম আসমমান আরবী হস্তালীপতেই পাওয়া যায়। প্রথমে 
অক্ষনপ্রণালীর ববরণ দেওয়া হল। পরে আধুনিক কলনাঁবদ্যার সাহায্যে অঙ্কন - 
প্রণালীর যথার্থতা দেখান হবে ৷ 


ধরা যাক 4480 নাঁদষ্ট কোণ এবং ইহা সমভাবে ব্রখাওত 
করতে হবে ৷ প্রথমে ৪ বিন্দুকে কেন্দ্র করে একটি বৃত্তচাপ আকলাম। ইহার 


কোণের ‘নিদিষ্ট সমঅংশে "বিভাজন এবং বৃত্তহ্থ সুষম বহুভুজ অঙ্কন - 39 


BA বাহুকে 2 বিন্দুতে এবং 8০-কে £ বিন্দুতে ছেদ করে। (2.11 নং চর 
দ্ষ্টব্য )। 


2.11 নং চিত্র 


বৃহত্তর বাঁহঃছ্থ বৃন্তগাপ অন্তঃ বৃত্তচাপের ব্যাসার্ধের তিনগুণ ব্যাসাৰ্ধ নিয়ে অ ঞ্কন 
করা হল এবং বৃত্তগাপটি 74-কে F বিন্দুতে এবং BC-কে এর বিন্দুতে ছেদ করে। 
BN ব্যাসার্ধ একে / 486 কোণকে সমাদ্বখাও্ত করা হল। BN অন্তঃস্থ 
বৃত্তচাপকে K বিন্দুতে ছেদ করে। পুনরায় BL, 21590 কোণফে সমাদ্বথাওত 
করে। ইহ। EK রেখাকে 4২ বিন্দুতে ছেদ করে এবং বাহঃস্ছ বৃত্তকে £ বিন্দুতে 
ছেদ করে। RK-কে 0 পৰ্বস্ত বাধিত করা৷ হল এবং £0 = HP করে নিলাম । 
10 ব্যাসার্ধ নিয়ে £্ কেন্দ্র করে বৃত্তচাপ এ'কে HX দৈঘ্য বাহঃস্থ বৃত্তচাপ থেকে 
কেটে নেওয়া হল। অনুরূপভাবে "2, £-ফে কেন্দ্র করে নেওয়া হল। BX, BZ. 
/ 480 কোণের 'রখওক রেখাগুলি পাও্বা গেল। এক্ষেত্রে আসমতার মান 
নৰ্ণয় অনেক বেশী পাঁরক্কারভাবে করা যায় । 


ধরাযাক £4BC=20, 7 ABZ=29, 812 = 7, BF=3ri অতএব 


RK =r 510 HP=6r sin 2 [| 
(2.20) 


Hx= HP+ RK=6r sin 2 +r sin ৫=6 90. 


(2.20) সম্বন্ধ থেকে 
6 


উর 
নু এর আসন্সমানরূপে পাই কারণ $= 


sin P= sin + sin i sin 


* রঃ 4, 40021) 
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(2.21) এর ডানাদক হতে পাই 
87571815758 
বরা 77158৮72757 48- 57521: 12:22) 


আসম্মানের নির্ভুল উত্তরের সঙ্গে পার্থক্য = সা! 6= 45% হলে 
2, টি হতে 20" সেকেওের ন্যায়। কাজেই £ বড় হলে ভ্ৰমশূন্যত৷ সন্তোষজনক 
নয়। আরও সন্তোষজনক প্রণালী পাওয়া দরকার। তথাপি বহুকাল পূর্বের প্রণালী 
মনকে নাড়। দেয়। বিশদ [বিবরণ ও অন্যান্য এরুপ আশ্চর্য প্রাচীন অঙ্কন 
প্রণালীর তালিক্যর জন্য উল্লেখ কর৷ হল ফাহৃমী [10] ৷ 

প্রথমে সুক্ষ্ম কোণ সমারখওনের. আরও সুক্ষ্ম প্রণালী বর্ণনা কার (2.12 নং 
চিত দ্রষরয.)। 4408 কোণ আঁকা হল এবং উহাকে 06 রেখাদ্বারা সমাদ্বখাত 
করা হল। অবশ্যই সমদ্বিখাওত করতে DE বৃত্তচাপ আঁকা হয়েছিল। DF 


2.12 নং চিত্র 


এবং £G, 0C-এর সমান্তরাল টান৷ হল। DY, 0D-এর সমান করে কেটে 
নেওয়া হল। 47» 08-এর উপর লম্ব। 0 কেন্দ্র করে 17.07 ব্যাসার্ধ নিয়ে 
কৃত্তচাপ আঁকা হল। এই বৃত্তচাপ 02, DH এবং 0৮-কে 5, H, 0 1বন্দৃতয়ে 
ছেদ করে এবং DF ও EG-কে H, 2 1বিন্দুদ্বয়ে ছেদ করে। ০02, OH যুন্ত 
করা হল £SOH= + HOZ= 4204=% ৷ সামান্য প্রমাণ দেওয়া দরকার, 
তা নীচে দেওয়। হল ৷ ৰ 


SH OH sin 01/3 
=== লব ১ অৰ্থাৎ এটা 51016 
sing sin (= cos 0/6 25) 
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পুনরায় 
OH=2 sin (2 O0D+0D cos 3) =2 OD sin (2৮০০5 ধন) 
(2.24) 
BC4 বৃত্তচাপকে যাদি সমন্রিখগন সম্ভবপর হয় D হতে রেখা টেনে, তবে | 
হতে রেখ। টেনেও ত! সম্ভবপর হবে। &2, DH সমান্তরাল হওয়ার, £D 
জ্যা, ZH জ্যাএর সমান ৷ ইহার পরিণামে 2277-57-20 904 (2.25) 
5H যাদ ল্ৰিখণ্ডনের জ্যা হয় 


6). ০:71 
(2+005 5) sing=sing ৷ কু = (2.26) 


9 যাঁদ 2 সমকোণের চেয়ে ছোট হয় (2.26) এর বামাঁদক ডানা্দিক থেকে 5'-এর 


বেশী ভিন্ন হবে ন৷ ৷ 6 যাঁদ সুক্ষ্মকোণ হয় 8 তে ভ্রমের পরিমাণ 20 মিনিটের 


বেশী হবে ন৷ ৷ (2.26) এর ডানাদিক ও বামাঁদকের পার্থক্য হে আসম্নমানের । 


কাজেই যাঁদ ৪ কোণটি স্থূলকোণ হয়, ইহার সম্পূরক কোণকে সমন্রিখাঁওত করে 
সমবাহু ন্রিভুজের কোণ থেকে বিয়োগ করলে ভ্রম অনেক কম হবে । উপরের 
প্রণালী অনুরূপ প্রণালীর পূর্বসুরী হবে। এজন্য খান [11] এর উল্লেখ করা হল। 
অনেক 'বাভন্ন প্রণালীর মধ্যে কয়েকটি আসন্ন ও কয়েকটি ইউর্রিডের প্রথা না৷ মেনে 
্রমশূন্য প্রণালী কোণ তি খাঁওত করণের ক্ষেত্রে দেওয়য হয়েছে । কাজেই দেখা 
যাচ্ছে যে কোন কোণকে সমাংশে 1বভন্ত করাই কঠিন নয়, এমনাক 180° বা 
গন রোভয়ানকে ফেরম্যাট মৌলিক সংখ্যা বাদে বা তাদের যুগ্রাসংখ্য বাদে অপর সংখ্যক 
সমাংশে "বিভাজন বেশ শন্ত । এরুপ অঞ্কনের উদাহরণরূপে দেওয়। যেতে পারে 


দূ বৰ ন," ত, বা? নৰু নু রি কোণগুলির মাপনী ও কম্পাসের সাহায্যে 


অণ্কন এই কোণগুলির অঙ্কন যে সুন্দর জ্যামিতির ছবির সৃষ্টি করতে পারে তার 
উদাহরণ নীচে দেওয়া যাবে ৷ 


180° 180° 180° 180° 180° 180° 
VOI FT CLAN IB 16" 


18 , *** বৃত্তকলার [ভিতর আকা বাকা কয়েকটি মান ধাপের পথ সম্ভব ফন 


পরীক্ষা করে দেখা যাক। উদাহরণস্বরূপ 144, গু বৃত্তকলার ও আকাবাক৷ 


বাভিন্ন কেন্দ্রীয় কোণের যথা 
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সমধাপের পথের নমুনা 2.13 নং চিত্রে দেওয়৷ ৷ পরে অঞ্কনে সাফল্যের কারণ 
বিচার কর৷ হবে। 


2.13 নং চিত্র 


এখন আকবার সাফল্যের কারণ দেখাবার জন্য 4 বৃত্তকলার আকাবাকা 


পথকে [কিছুটা বড় করে দৌঁখয়ে 2.13(6) আক। হল, কিন্তু কেন্দ্রীয় কোণকে সামান্য 
কোণ ৪ লেখা হল। যেহেতু ধাপগুলি সমান, বাভিন্ন কোণগুলি 2.130৮) নং চিত্রে 


(a) 66), 8 
2.13(8) নং চিত্ৰ 2.13(6) নং চিত্র 
লেখা আছে। অনুরূপ ভাবে কোণের বৃত্তকলার পথ ও কোণগুঁল 2.13(8) নং 


চিত্রে দেওয়া হয়েছে । 2,138) নং চিত্রের ক্ষেত্রে 30+39+9. অর্থাৎ, 
৪ স্ন ৷ একইরূপে 2.136) নং চিন্তে 4B ছিন্ন রেখাদ্বার। যোগ করলে পাওয়া যাকে 


2 [গ'- 820} + (৮-- 30) == 
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অর্থাং ৪ ] 
লক্ষ্যণীয় যে 1বিজোড় সংখ্যা হরে থাকলে কোণের ভিতর আকাবাক৷ পথ যাওয়ার 
ও আসার জন্য ভিন্ন, কিন্তু জোড় সংখ্য। হরে থাকলে দুইটি পথই এক ৷ 2.1308) নং 
চিত্র কেবলমাত্র :আকাবীকা পথের নমুনা নয়, ইহ! একটি সমবাহু সপ্তভুজের নমুনা, 
কিন্তু সমকোণী নহে । সুষম হউক বা সমবাহু হউক, ৃ কোণ অঞ্কনের দরকার হবেই 


সমবাহু সপ্তভুজ আঁকতে গেলে পর । নীচে আঁর্কীমাডসের দন কোণ আঁকবার প্রণালীর 
সঙ্গে বকপ্প প্রথার তুলনা করব । 

মাপনীর দুই শীর্ষকে এ ও 2 বলা হল এবং তার উপর এ একটি বিন্দু নেওয়া 
হল। BC রেখা 4(%-এর সমান করে টানা হল এবং BCDE বৰ্গক্ষেত্ত আঁকা হল । 
BC-এর উপর লম্বাদ্বখওক অঞ্কন করা হল। ৫ বিন্দুকে কেন্দ্র করে CE ব্যাসার্ধ 
নিয়ে ধৃত্তচাপ আঁকা হল (2.14 চিন দ্রষ্টব্য ) । 


A 


E D 

2.14 নং চিত্র 
এখন মাপনীর 4X এমনভাবে স্থাপিত করা হল 42, 9 বন্দু দিয়া যায় এবং 
4, BC-এর লঙ্বাদ্বখওকের উপর থাকে ও 4 বন্দু বৃত্তগাপের উপর পড়ে। উপরের 
অঞ্কনপ্ৰণালী থেকে বুঝা যায় যে ইহ ইউক্লিড অনুমোদিত নহে । 4 BAC কোণের; 


গা 
মানত! 
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প্রমাণের জন্য সংক্ষিপ্ত বিবরণ দেওয়া হল। BC = এ4%-কে যাঁদ একক দৈখ্য 
খর। হয় এবং এ=>%, 48407 29 (2.15 নং চত প্রষ্ঠব্য ) ৷ 490 ত্ৰিভুজে 


2.15 নং চিত্র 
2% ৪810} 9» ] এল ৰে. রঃ as 1 (LA) 

এবং 420 বিভুজ হতে কোসাইন সূত্রের সাহায্যে 
৮০৮০4, ৰি I (2528) 


(2.27) এবং (2.28) হতে % অপনয়ন করে পাই 
8sin®0-4sin*0-4sin8+i=0 10229) 

(2.29) সমাঁকরণ এবং ৪1) 36 = 005 49 সমীকরণ একই প্রমাণিত হবে যাঁদ শেষের 

সমীকরণকে 517. 6-তে প্রকাশ করা যায় । এবং (910.0 + 1) উৎপাদকটি অপস্যারত 


ST 97 


গে Al 
|| তরাং এ ম রর 8:33 = ৬ 1[চ.্রের 
ৰ করা হয়। সুতরাং এই সমীকরণের মূলগুল 57725 214 নং চিত্রের 


শীষস্থ কোণের মান টু ৷ সমীকরণের অপর মূলগত কোণ অঞ্কন পাঠকদের হাতেই 


ছেড়ে দেওয়া গেল । 

একটিমাত্র দাগের উপর নিৰ্ভরশীল মাগনী ও কম্পাসের সাহায্যে অঞ্কনপ্রণালী 
আঁর্কামাডিসের ‘হারান িউঁসসের' প্রবাদে বিশ্বাস আনে। আর্কীমাডস বৃত্তঃ্থ 
সমবাহু সপ্তভুজ অঞ্কনের উপর একটি পুস্তক প্রণয়ন করেছিলেন বলে 1বশ্বাস করা 
হয়। “নিউীসস' শব্দের অর্থ আসন্নমান। এক্ষেত্রে সুষম সপ্তভুজের আসন্ন অঙ্কনের 
উপর বইটি লিখিত হয়েছিল বলে মনে করা হয়। হাথ ‘গ্ৰীক গাঁণতের সারকথা__ 
ডোভারের প্রকাশন!’ বইতে সুষম সপ্তভুজের আ'কামডস্কৃত অঙ্কনপ্রণালী “লিখেছেন । 
কিন্তু কি করে সঠিক অজ্কনপ্রণালীটি পাওয়া গেল সে সম্বন্ধে নীরব থেকেছেন ৷ 


এপি টি EE এ 
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হাথ শুধুমাত্র জ্যামিতিক যান্তি দিয়ে সুষম সপ্তভুজের অঞ্কন প্রণালীর প্রমাণ দিয়েছেন 
(2.16 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য) ৷ যখন E4AF এবং DTC ত্রভুজদয়ের ক্ষেত্রফল সমান 
হয়, ভেদক DE, £' বিন্দুতে সুষম সপ্তভুজের অনুপাত অনুভূমিক রেখায় সৃস্টি করে। 
2.[5 নং চিত্রে, যে আসন্ন অঙ্কন দেওরা হয়েছে তা দিয়ে সম্পূর্ণ সুষম সপ্তভুজ 


2.16 নং চিত্র 


অবশ্য সহজে আঁকা যাবে । 4 বিন্দুকে কেন্দ্ৰ করে 42 বাসার্ধ নিয়ে বন্তগাপ না 
একে সম্পূর্ণ বৃত্ত আঁকলে 48, 40 রেখ। দুইটিতে ছেদগুলি সুষম সপ্তভুজের দুইটি 
শীর্ষাবন্দু দিবে । কাজেই সম্পূর্ণ সুষম সপ্তভুজ পাওয়৷ এখন খুবই সহজ । 
আঁর্কীমাডস্‌ সুষম সপ্তভুজ এ+কেছেন এমটি '্রভুজের সাহায্যে 84 বধিতাংশে 
ছেদের অনুপাত নিয়ে (2.16 নং চিন্ন দ্রষ্টব্য )। ABDC বর্গক্ষেত্রের £4 বাহু 
H পর্যন্ত বাৰ্ধত করতে বলে তিন BC কর্ণ টানলেন। তারপর মাপনীটি 0 বিন্দুতে 
এক শীর্ষ স্থা্ছন করে অপরাঁদক /-এর উপর এমনভাবে স্থাপিত করতে হবে 
ষে DIC ত্ৰিভুজের ক্ষেত্রফল এ" ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলের সমান হয়। DE, 
BC-কে ্রীবন্দুতে, 40-কে £ বিন্দুতে ও B4-কে £ বিন্দুতে ছেদ করে। এরুপ 


0 
অঞ্কনে / BED কোণকে যে ৰ আসন্নমান দেয় তার প্রমাণ সামান্য আবশ্যক। 


1 1 
১ ৰ AE ea EPEC =e 
ধরা যাক BE=%,, BD=1। তাহলে ও! To 


1 
CJ, CTD ত্রিভুজের উচ্চতা। DTC ও এ!" ত্রিতুজ দুটির ক্ষেত্রফল সমান 
হওয়ায় : 


(3 =: Ben LSE 


চৰ 1425 


অর্থ ,5-%:5-28. 4170 71223 
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tan (44777) = ৯0 6=x, | (2.30) সনীকরণের সমাধান tan থেকে 


4° এর বেশী পার্থক্য দেয় ন৷ কাজেই আ্কামাঁডসের “নউসিসৃ’ (2.30) সমীকরণে 
জ্যামিতিক সমাধান । এখন সমবাহু সপ্তভুজ, কিন্তু সুষম সমীকরণের জ্যামিতিক 
সমাধান । এখন সমবাহু সপ্তভুজ, কিন্তু সুষম নহে এরুপ চিত্রের অঙ্কনের উল্লেখ 
করব। (2.13), (2.138) নং "ত্র দুইটি দেখলেই বুঝ৷ যায় যে 1:2:3 
অনুপাতের কোণ সৃষ্টিকারী সমবাহু অসুষম সপ্তভুজ সৃষ্ট হয়েছে। এরুপ বহুভুজ 


অনায়াসেই দিয়াশলাই কাঠি বা দাত খোঁচাবার কাঠি দিয়েই তৈরী হয়ে যায়। 

সমবাহু সপ্তভুজের অভঃন্থ কোণগুলির মান এক্ষেত্রে দঃ পি, ৷ বিশদ 

আলোচনার জন্য কফিন্‌লে [12] ও জন্সনের [13] প্রবন্ধ দুটির উল্লেখ করা ছল । 
কোন কোণের আসন্ন বিভাজন করতে পারলে, অপর কোণেরও এরুপ বিভাজন 


তার সাহাম্যে কর যেতে পারে । যেমন, উদাহরণরুপে দেওয়। যায় 


9.9 9 6 
ভল্ল +3 যেহেতু 5 = টি লিটা 7) অথবা সামান্মীকরণে 
15870 06 


(2:31) 


ঠা 
(2131) হতে আমরা লিখতে পার যে 
ত রি + + টি নল: জা ৫:32) 
কাজেই কোণের ব্রিখাও্তকরণ যে কোন কোণকে যে কোন সংখ্যক সমান অংশে 
বিভাজনের দিকে বিরাট ধাপ মাপনী ও কম্পাসের সাহায্য মানত নিয়ে পাওয়া গেল। 
কোণ সমান তিন ভাগে ভাগ করার প্রণালীর ববরণের জন্য কাণ্ডি ও "রোলেঠ্‌ []4] 


উল্লেখযোগ্য । সেখানে কিছু যন্তরসাহায্যে অঙ্কন দেওয়া আছে। 


1. 2806 the Judge said he never had summed before 
So the Snark undertook it instead, 
And summed it so well that it came to far more 
Than the witnesses ever had said. 


—Lewis Carroll. 

2. ......aXilomatisation is primarily an instrument of study 

and research for the advanced student and that it is quite 

out of place in elementary work when abstract. character 
inevitably conduces to boredom and repulsion...... 

—G. Temple 


কোণের নাদিষ্ট সমঅংশে বিভাজন এবং বৃতস্থ সুষম বহুভুজ অঙ্কন 47 


প্রশ্নমাল। 2-- 
1. 1১741187158 র 
কেন্দে [+ 14 9+ 1 76 কোণ উৎপন্নকারী বৃত্তকলায় সমান 


আঁকাবাঁকা পথ আঁক । 

2. রিচমণ্ডের সুষম সপ্তদশভুজের অঞ্কণপ্রণালী ধরে নিয়ে একই বৃত্তে সুষম 
51-ভুজ অঞ্কন কর। 

3..% যাঁদ 2 এর কোন ঘাত সংখ্যা ন৷ হয় প্রমাণ কর যে 24-1 যুগ্ম সংখ্যা । 

4. একটি বর্ণক্ষেন্রাকার কেক.ক 9ট সমান ঢুকর৷ করা যায় যাতে সকলেই সমান 
পাঁরমাণ ধারের মাখন পায়? (সমাধানের ইঙ্গিত ঃ সীমান্ত-মান প্রাপ্ডিয় প্রণালী 
প্রয়োগ করতে হবে )। 

5. প্রমাণ কর যে 232+1, 599+1 এবং 10:6 +] এর প্রত্যেকের একাট 


উৎপাদক 641 | 
6. প্রমাণ কর ষে যদি কোন বৃত্তস্থ বহুভুজ সমবাহু হয় তবে বহুভুজাঁট সুষম 


হবে, কিন্ত; ইহার বিপরীত সত্য নহে। 

7. যাঁদ কোন বৃত্তস্থ বহুভুজ অঙ্কন কর৷ হয় এবং ইহায় শাীৰ্ষাবন্দুগুলির সংখ্যা 
বিজোড় ও সবগুলি কোণ সমান হয়, প্রমাণ কর যে বহুভুজাঁট সুধম । 

8. 5, 679, 431, 625 এর মৌলিক উংপাদকগুলি লিখ ৷ 

9. সুষম পণভুজ গৃহের সঙ্গে মৌমাছির সম্পর্ক সুপারাচত। যেহেতু এফ 
পুরুষ মৌমাছির গৃহে তার স্ত্রী, তার মা এবং তার স্ত্রীর পিতামাতা থাকে, 7 পুরুষ পূৰ্বে 
সাধারণ কর্মী মৌমাছর বংশ সংখ্যা দেওয়া হল, 


হু (cos n+236° — cos +108°) । 
1= 10 হলে সংখ্যাটি লিখ ৷ সংখ্যাটি নিশ্চয়ই পূৰ্ণ সংখ্যা হবে ৷ 

10. 44২, 4... 45 একি সমতলীয় সুষম পণ্ডভুজ এবং এ,.এ4,.,; একাঁট 
বৃত্তকে P,, 0 1বন্দুদ্বয়ে ছেদ করে। তবে প্রমাণ কর যে, 

এ1.1'43107'4937‘9।4963"''4545'40605 

= 4305'ৰ43475‘450,' 4512,‘ 4201 49.21 । 

11.  আঠারাটি সবসম সমবাহু পণুভুজ হতে একাট সুষম অফ্টাদশভুজ আঁক । 

[ সমাধানের ইঙ্গিত ঃ পণভুজগুল এমনভাবে সাজাতে হবে বে এদের [তিনটি বাহু 


রম্বসের ?তনাটি বাহু হয়। ] 


48 প্রাথামক জাামীতর অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্তীবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


12, যাঁদ ১৮4 হয়, দেখাও যে ? 43 ০০১ ৮ -(n-4) 91 0 = 0/- 4) ১ 
সমীকরণ ৪-2? সমাধান দেয়। যাঁদ = 11 হয় দেখাও না এবং 6 এর পার্থক্য 


" 1°3% এর ষেশী নহে ৷ আরও দেখাও যে ত কোণ অঙ্কন করা যেতে পারে যদি 


480 সমবাহু ত্রভুজের 4B বাহুর উপর 48 ব্যাসের বৃত্ত একে বৃত্তের উপর }? বিন্দু 
এমনভাবে নেওয়া যায় যাতে / 420 =6 হয়। 
13, 20 <0:06 নির্দিষ্ট করে 268০ কোণ 06° থেকে বেশী ভুল না রেখে 


অঙ্কন কর ৷ 


্রন্থপঞ্জী ঃ 
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14. কা, এইচ্‌. এম্‌. ও এ. পি. রোলেট,, Mathematical Models 
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১9% ১৮৯ 


ভুক্তীল্প সল্লিচ্ছেদ 


ত্রিভুজের কতকগুলি বৈশিষ্ট্যপূৰ্ণ এবং দূরগ্রসারী কার্ধকরী 
ক্ষমতাসম্পন্ন ও অন্যান্য দৃষ্টি আকর্ষণকারী উপপাদ্য ৷ 


1. বর্ণনার জন্য প্রথমে আমর! এ্যাপোলোনিয়াসের উপপাদ্য বেছে নিলাম ৷ 
উপপাদ্যে প্রমাণ হয়েছে যে 40. ত্রিভুজের যাঁদ 4% মধ্যমা হয় এবং , BC এর 
উপর অবাস্থত বিন্দু হয় 

AB? + AC? =2A4X? + 2BY? ৰণ নাট KE) 
ত্রিকোণামাতর সাহায্যে উপপাদ্যাট প্রমাণ করা সহজতম। কারণ, 

48244248105 28420 cos (4459) 

46%=4424 14 82%%- 203,423 cos (2420) ) 
০০৪ 4448 ০০৪ এ AXC, ৪%= 0%1 সুতরাং (3'1) প্রমাণিত হল। 
বিকল্প প্রকাশভাঙ্গ আমাদের পক্ষে সুবিধামত পদগুল দিবে । 4, 8, 0 যাদি 
তিনাটি বিন্দু হয় এবং 74, BC এর মধ্যাবন্দু হয়, তবে 

AB HAC: EBM TOME 2AM 11:50, 1১880319) 
কিন্তু প্ৰশ্ন জাগে যে ইহার বিপরীত প্রতিজ্ঞা সত্য কিন৷ অর্থাৎ, যাঁদ 4, 8, 0 তিনটি 
বন্দু হয় এবং এবং BC এবং £, BC এর উপর এমন ভাবে অবাস্থিত যাতে 

475 + BC®= BX? + CX? + 2AXS, 
তবে 4 হয় BC এর মধ্যাবন্দু কিংবা 4 হতে BC এর উপর লক্বপাদাবন্দু কি না। 
যাঁদ %এর BC তে অবস্থান আবশ্যক না করা হয় আমরা এযাপোলোনিরাসের 
উপপাদ্যের *সামান্যীকরণ করতে পারব । বাদ 4, 8, ০ তিনটি বিন্দু হয়, 4, 
BC এর মধ্যবিন্দু, 1, 414 এর মধ্য বন্দু এবং ¥ বন্দু এমন ভাবে অবস্থিত যে 

AB? + AC? = BX® + 052 +2AX?, 
তবে NX= N4 অৰ্থাৎ 20414 ব্যাসের 4, বিন্দুগামী বৃত্তের উপর হবে। 
যেহেতু (3'1 নং চর দ্ৰষ্টব্য ৷ ) 


3-2) 


3.1 নং চিত্র 


50 গ্রার্ামক জ্যাঁমাতর অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুক্তাবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ দর্শন? 2 


479৭ 15405780165 + CX? +2AX° = BM? + CM? + 24148 
অৰ্থাৎ 2(BM + 747)4+2445» 2.84" + 24745 
ব৷ MX:+AX?= AM? 
অন্যথা যাঁদ 7 BC এর উপর এ হতে লক্বপাদ'বন্দু হয়, 
AB: + AC: =2AX? + BX? + CX? 
এবং ইহাতে ¥, BC এর মধ্যাবন্দু হওয়ার দরকার পড়ে না। আরও একটি সম্ভাবন৷ 
আছে। সমকোণী ত্ৰিভুজ 4780. এর 4 0 যাঁদ সমকোণ হয়, 
AB? + AC: = BX? + CX? 42479 
সম্বন্ধাড 4B*=40*+5C? এ পাঁরণত হয়, অর্থাৎ 2 বন্দু ও ৫1বন্দু একই 
{বন্দু হয়। আমরা এক্ষেত্রে বলতে পার যে কোন রেখার একটি সীমাবন্দুকে এ 
রেখার মধ্যাবন্দু বলে ধরে নেওয়াযায় । 
আমরা ত্রিকোণাঁমাঁতর সাহায্যে এ্যাপোলোনয়াসের বিপরীত প্রতিজ্ঞার 
আ'নাশ্চাতর অবদচ্থাগুলি 1বচার করব। 310৫) নং চিত্র দুষ্টব্য। 0% কে 486 
বৃত্ভুজের এ6 বাহুর সাঁহত সমান্তরাল কর৷ হল। : 47 যথাপূর্ব মধ্যমা ও 4, BC এর 


3.18) নং চিত্র 


মধ্যাবন্দু। অঞ্কনহেতু 0, 4B এর মধ্যাবন্দু। এতএব 
2008 +204 = AC? + ৫8%, 


251/8568 
অর্থাৎ 005 ৷ 974] ১ হট (34) 
ধরা যাক ০৯0০3 ৪১৯] ৫:৫7 
অৰ্থাৎ তি 7 


বা, ০৫১2৪ +&8 ১২ ক 17 (35) 


ন্রভুজের বৈশিষ্ট্যপূৰ্ণ এবং দূরপ্রসারী কার্যকরী ক্ষমতাসম্পন্ন উপপাদ্য : 51 


কিন্তু €:=9:4+6:-20.0CD, CD, C বিন্দু হতে এ এর ৪৫ এর উপর 
লম্বপাদাবন্দুর দূৱত্ব । কাজেই 03%%> 0৫% অসমতাটি দাঁড়ায় 


a* +b: —-2a.CD>2a° +5: অৰ্থাৎ ০0৯৪ ০5:36) 


নু 
{তকোণ'মিত হতে পাওয়া যায় 
CD =b ০০৪ (গ্র_ এ4 + 9) ৷ অতএব (3.6) হতে 


bcos (A+ ৪). অৰ্থাৎ, 2 sin B cos (44 + B)> sin A 


বা 911 (4+2B)-sin A>sin A 
বা 510 (4+28)৯2 ৪1) A bts 61) 


যেহেতু (37) এর ডানাঁদক 1 হতে বড় হয়ে যায় যাঁদ 4, 30° হতে বড় হয় অর্থাং 
ঞ এর একাঁটি বিকঞ্প বিন্দু £” আছে যার জন্যও এযাপোলোনিয়াসের উপপাদ্যের 
মন্তব্য খাটবে এ্যাপোলোঁনয়ানের বিপরীত প্রাতজ্ঞ৷ বিস্তারিত আলোচনার জন্য 
শরগবা [1], মে [2] এর প্রবন্ধ দুইটির উল্লেখ কর৷ হল। জ্যামিতির নিয়ম তথা 
বিজ্ঞানের নিয়ম কোন সূত্র বা প্রতিজ্ঞার সামানযীকরণ । 


1.1 যাঁদ 480 চতুভূর্জের BD, 40 কৰ্ণদ্বয় হয় এবং MeN, AC ও 
BD এর যথাক্রমে মধ্যবিন্দুদ্ধয় হয় তবে 
448 + BC* 40102470415 = AC? + BD: + 41.1 ও (38) 


(32) নং চিত্র দ্রষ্টবা। প্রমাণের জন্য 411, 01 যুক্ত কার । অতএব পাই 
48৭ + AD: 72415 +2BN?, 
80 + CD: =2CN* + 2BN* | 
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উপরের দুইটি সম্বন্ধ যোগ করে পাই 
AB? + BC? + ৫1) + AD: =2(AN* + CN) + 4BN* | 
এর ডান কের বিকপ্প প্রকাশ 
204745 + 2MN*) +4BN* 
অর্থাৎ BD: + AC? +4MN?। 
(3.1) ও (3'8) হতে অনুমান করা যায় যে যাঁদ কোন বড়ভুজে 41454454545 45 
এর এ(}= 1,2,3,4,5,6) শীর্ষাবন্দুগ্ীল হয় তবে 
(4,4১5 + 45455445455 +45455 7 45452) + (4: 46%) 
(AAs FAA 7 45451 + 4,495) - 43461 
+0414,9₹45452445458) 1454055980৮, (3-9) 
BC, এ; শীর্ষাবন্দুগলর অবস্থানের উপর নির্ভরশীল | বড়ভুঞ্জের ক্ষেত্রে BC 
নিম্নবুপে পাওয়া যায় (3'3 নং চিন দ্রষ্টব্য) £ 
B বিন্দু. 424446 ত্ৰভুজের ভরকেন্দ্র এবং 0 বিন্দু 4:4845 ত্রিভুজের 


3.3 নং চিত্র 


ভরকেন্দ্র। 8,6 যোগ করে BC দৈধ্য পাওয়া যাবে ৷ বন্তুতপক্ষে 2 সংখ্যক 
বাহুর বহুভুজের সামান্যীকৃত এ্যাপোলোনিয়াসের উপপাদোর রূপ দাঁড়ায় 
= /%ে..৪৫% যেখানে 
2k-1 
$= >, Airs) + (dsr 45)+ 


৮-১ 
এট 


1 
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+(-10%(45455)5 75 (4497)2) ee ১5:03:10) 
180 রেখার দৈর্ঘ্য দুইটি নিৰ্দিষ্ট চিত্রের অংশের ভরকেন্দ্র দুইটি যোগ করে পাওয়া 
যাবে । উদাহরণদ্বৰূপ অষ্টভুজের ক্ষেতে, দুই অংশাচন্ত হবে দুইটি চতুর্ভাজ ৷ বিশদ 
আলোচনার জন্য ডগলাসের [3] উল্লেখ কর৷ হল । 

এর পরে যে প্রশ্নের আলোচন! করব সেটি আগের প্রশ্নগুঁলির অনুরূপ । কারণ 
এতেও গ্যাপোলোনিয়াসের বিপরীত প্রাতজ্ঞার ন্যায় বিভিন্ন সম্ভাবন৷ আছে, অবশ্য 
সামান্যীকরণের কথা চিন্তা না করেই। ABCD চতুভূর্জের 44.» £C এবং 
AB বাহু = বাহু, তাহলে কি চতুৰভু্জটি সামস্তারক ? প্রমাণ করতে গিয়ে 
BX, AY কে 4D, BC এর উপর যথাক্লমে ল্ব টানা হল (3:4 (0), (8), (৫) নং 
দিনৰ দ্ৰষ্টব্য ) ৷ 


Bt hOB 1617 


(0) (0) 


(0) 
3.4 08), (0), (০) নং চিত্র 


দুই প্রকার সম্ভাবন৷ আছে ৫) এ, Y উভয়েই ভিতরে পড়তে পারে বা বাইরে পড়তে 
পারে (}}) একটি ভিতরে ও অপরটি বাইরে পড়তে পারে। 47 যোগ করা হল ৷ 
(৫), &) চিন্তে 4870 CYD তিভুজদয় সর্বম । অতএব BX= DY, এ = CY | 
কাজেই 777), DYB ত্ৰিভুজদ্বয় সব্সম ৷ সুতরাং (৫) এর ক্ষেত্রে 2%+440- 
CY+ YB এবং (৮) এর ক্ষেত্রে DX -4%-82- CY অৰ্থাৎ উভয় ক্ষেত্ৰেই 
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AD=BCI ABCD চতুভুজ এক্ষেত্রে সামন্তারক হবে। কিন্তু (81) এর ক্ষেত্রে 
314৫) চিত্রে BX, CYD ভ্রিভূজৰয়ের সর্বসমতা দেখা যায় ন৷ বস্তুতঃ বাদ BD 
যোগ করা যায়, 

80) ৯,৮48 NCD (341) 

8101৫ sinA sinADB 910 081) 
পাই। কাজেই হয় () £4ADB= 4 09) বা (ii) 4498, এ CBD 
এর সম্পূরক । প্রথম সম্ভাবনা চতুভূর্জকে সামন্তারক প্রাতপন্ন করে ও দ্বিতীয় 
সম্ভাবনা চতুর্ভুজকে সামন্তারক প্রাতপন্ন করে ন৷ ৷ আবার যাঁদ 

£ADB+ 408০ =গ', এবং ত্রিভুজের তিনটি কোণ একত্রে 


£ 42084 44804. ৫ এ লগা cL (3°12) 
(3'12) হতে 

2/ADB+ LABC+ /.4 লগ 
অর্থাৎ 24 42.8= (দ- 4) + (= 4480) ১6৮৮), 


(313) হতে মনে করতে পার যে 
দেল 4)৫244708-৮+4) ন৷ হলে চতুৰ্ভুৰ্জটি বিবর হবে। এই মন্তব্য 
এমন ভ্রান্ত যে যেন প্রত্যেকটি কোণই সমকোণ ব প্রত্যেকটি ব্রিভূজই সমাদ্বিবাহু। কাজেই 
চতুভুজ এরুপ ক্ষেত্রে আববর হবে । আলোচনার জন্য হুইলারের [4] প্রবন্ধ দ্রষ্টব্য । 
2. জ্যামাতর গাঁতপ্রকাঁতর উপর ছাপ ফেলবার উপপাদ্য আলোচনার পূর্বে 
টলোমর উপপাদ্যের প্রমাণ বিষয়ে আলোচনা করব। এতে প্রতিপাদ্য বিষয় এই ফে 


3.5 নং চিন্ত 


একটি বৃত্তদ্থ চতুভূ্জে বিপরীত বাহুগুলির ক্ষেত্ফলের সমাঞ্ট কৰ্ণৰয়ের ক্ষেত্রফলের 
সমান। এই সব উপপাদ্য বীজগণিত এবং ভ্রিকোণামাতর ব্যবহার দেখবার জন্যই 
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আনা হয়েছে । 3'5 নং চি দ্রষ্টব্য । £, বৃত্তের যে কোন বিন্দু ও 412 এর এক - 
পার্শ্বে ৪, ৫ এর বিপরীতে অবাস্থিত । 4B=a, BC=b, AD=d, ০৮ ০। 


ধরা যাক £₹ বৃত্তের ব্যাসার্ধ। সুতরাং ন-28 ইত্যাদি । অতএব 


৫৫৭ ৮9 = 41% 51071 sin Es +4R°sin Eo Sin (851 + Es + Es) (3°14) 
যেহেতু Es= LCAD, LABD=n-(E, +E: + 1৪9) ৷ (3114) হতে 
৫৫+ ৮9 = 21% [( ০০৪ (77২ - Es) 003 (81 + &83)) + (০০৪ (E, + Es) _ 
cos (1 + 279 + Es))] 

= 41% sin(E, +E.) sin (E; +E) 

=2R sin (E, 4158) * 2R sin (Es + Es) 

= Xy 
1বকপ্প প্রমাণের জন্য পুনরায় 35 নং ত্র দ্রফ্টষ্য ৷ 

a* = 801 +405 _240-80 ০০১ (L BOA), } G15 

8৭% = BO* + CO? - 280.20 cos (L BOC) 

BO = 1, AO = pl, CO =>], £)0-91%1, €7 = ৫ =)৫ ধরা যায় 


৫_8040.1 bE COBO ! 
০-6০-0-৯, 2 -20-40-4 0 


পুনরায় ০০১/./০4- cos / COD = —cos /L BOC | (3'15) ও (3:16) হতে 
-1-15815154+95195 768 ৰু 
21518 2515 নি 


কারণ 


অৰ্থাৎ Aa? + 8 %-=(), + [})(1'+ 2/$) [৭ । ভিন্নভাবে সাজিয়ে য়ে 
৫.%0 + &'11£&==()% + 1 41)([ + ALI) ॥(১(318) 

এবং ইহাই টলোমির উপপাদ্য । 1বশদ আলোচনার জন্য তেল [5] এবং সিলিটোর 
[6] প্রবন্ধদ্বয় উল্লেখ করা হল ৷ 

3. এর পরে গুরুত্বপূর্ণ সেভার উপপাদ্য আলোচনা করব। নতুন জ্যামিতি 
প্রবর্তনে ইহার গুরুত্ব উল্লেখযোগ্য । অবশ্য বীজগণিত বেশী ব্যবহার না করে জ্যামাত 
ব্যবহার করা হবে। সেভার উপপাদ্যের প্রাতপাদ্য বিষয় যে, 4BC 'ন্রভুজের 
বাহুগুলিকে যদ 1, 14,  বিন্দুরয়ে ৯:1১ 1:15 ৮:1 অনুপাতগুলিতে ছেদ 
করা হয়, তবে 41, BM, CN সমবিন্দু হবে যাঁদ 9//--1 হয় । 

(3:6) নং চিত্র দ্রফব্য। ধরা যাক BC রেখার সমীকরণ 13 =0, 
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04:/5-0, ও এ3:145550 1 14, 19, 19 যথাক্লমে :০82+8$))7+ ৫8 
(1-=-1, 2,3) ধারণা, করা যায়। তবে 441,814, CN রেখাগুলির সমীকরণ 


C3 


3.6 নং চিত্র 


যথারমে M{2= 3, Ms 713; ৮141==19 1 ie {3°19) 


(3.19) যে সত্য তা বুঝ! যায় যেহেতু ষাঁদ (%;, 7২), 48 রেখার উপর একটি 


Axg +X, Ays 105 
বিন্দু হয় এবং (xs, ys), AC রেখাদ্থত বিন্দু হয়, DST ও3। ) 


বিন্দু ৭/০--/5 সমীকরণের সমাধান হবে । (3.19) এর তিনটি সরলরেখা সমাবন্দু 
হবে যাঁদ৯//-1, কারণ সবগুলি সমীকরণ গুণনে একই বিন্দুর মান উভয় দিকে 
দিলে পাওয়া যাবে A॥৮=!1 88. (3:20) 


3.1. উপরের উপপাদ্যের ভিন্নতর কিন্তু সমগোত্রীয় মেনেলাউসের উপপাদ্য । 
ইহার প্রতিপাদ্য বিষয়--যে কোন ত্রিভুজ 40 এর বাহুগুলিকে 1, 74, 1 বিন্দুতয়ে 
92158: 1,৮: 1 যথাক্রমে অনুপাতে যাঁদ ভাগ কর! হয়, তবে 1, 74, 7 সমরেখ 
হবে যাঁদ ১৷,৮= _-11 

ধরা যাক 480. ত্ৰিভুজের বাহুগুলির সমীকরণ 1,=0, /2-0,/৪-0। 
কাজেই যে কোন সরলরেখার সমীকরণ ধর৷ যেতে পারে 

ৰুচ 14 4 812 + 275/5-0 ত (3121) 


2, 25, 2» ধুবসংখ্যাগুলি মাত্র । এই রেখা 1, =0 রেখার সঙ্গে যে বিন্দুতে ছেদ 
করবে সেই বিন্দু পাওয়া যাবে দুইটি সমীকরণ 


1,=0, 515475150 08:22) 


{তভুজের বৈশিষ্ট্যপূৰ্ণ এবং দুরপ্রসারী কার্যকরী ক্ষমতাসম্পন্ন উপপাদ্য 5? 


থেকে । পুনরায় 9/৪--/ সমীকরণের 7, বিন্দুর দ্থানাগ্ক সমাধান । কাজেই (3:22) 
হতে, পাই 


8855 ১791] 
1 ts Ts | 
প 
Lic রি Hits tT (3.23) 
টড মার 
টী ৰা 
দাদ 


3:23) এর উভয় দিক গুণ করে পাই-- 


A= =] ৪1927 
বিস্তারত আলোচনার জন্য কোকসিটার [7] উল্লেখ করা হল। 


3.2. আর একটি উপপাদ্য বিশেষ দৃষ্টি আকৰ্ষণ করেছিল তার প্রক্ষেপ 
জ্যামাতর সঙ্গে যোগ থাকায়। প্ৰক্ষেপ জ্যামাততে একটি নতুন জ্যামিতির সৃষ্টি 
হয়। তার কিছু উদাহরণ পরে দেওয়া যাবে। আপাততঃ আলোচ্য উপপাদ্যের 
নাম প্যাগ্সাসের উপপাদ্য । বন্তুতঃপক্ষে প্যাপ্সাসের উপপাদ্যের গুরুত্ব এত বেশী যে 
ইউক্লিডের দশটি স্বতঃসিদ্ধের বদলে আপতন উপপাদ্যগুলি ও প্যাপ্নাসের উপপাদ্যটি 
স্বতঃসিদ্ধ ধরলেই চলে ৷ প্যাঞ্সাসের উপপাদ্য নিম্নরূপ ৪ 


যাঁদ কোন বড়ভুজের ছয়টি শীর্ষ একান্তরে দুইটি সরলরেখার উপর অবান্থিত হয় 
তবে এ ষড়ভুজের বিপরীত বাহুদের ছেদাবন্দুলয় সমৱেখ । 

এখন 3.7 নং চিত্র দ্ষ্ব্য। প্রমাণ করতে হবে যে 45585, 05 সমরেখ । 
3.7 নং চিত্রের বিকণপ্পও হতে পারে। কিন্তু প্রমাণ একইরূপ হবে। ধরা যাক 


3.7 নং চিত্র 
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যে 4,B,C, রেখার সমীকরণ /, = 0 এবং 49780% রেখার সমীকরণ /৪-0। 
4. 8, 0 বিন্দু্নয় একই রেখায় অবাঁস্থিত এবং উহাদের গ্ানাজ্কের মানগুলি ££ এ 
বসালে ধরা যাক ),,, 15:45 9545 হবে ॥ অনুরুপ 4০, 89, 05 এর ক্ষেত্রে 
84৫5) laf, ৮2৫৪ হবে | যেহেতু 45 বিন্দু, 84609 রেখায় অবাশ্থিত এবং 
0189 তেও অবাস্থিত 

545. 75242 =Viti— bats 


অনুরূপ ৪১এর ক্ষেত্রে 1162, 
7134 ৮319 = 5365 _)% 9139 

(3,25) হতে বিয়োগ করে, A, usta = 19 14515) অৰ্থাৎ 0৪, 4389 

রেখার উপর অবাদ্থিত। 1বশদ বিবরণেরজন্য কোক্সিটার [7] দ্রষ্টব্য । 


3.2 এইসব প্রমাণ ভেক্টর বীজগাঁণত সাহায্যে অনেক সহজে হয়। ভেক্টর 
বীজগণিত বলাবদ্যায় বিস্তীৰ্ণ ভাবে প্রযুন্ত হয় ৷ উদাহরণরূপে মেনেলাউসের উপপাদ্যের 
ভেক্টর বীজগাণতের সাহায্যে প্রমাণ দিব। 3.8 নং চিত্র দ্রষ্টব্য 


A 


R Q 


[) 


3.8 নং চিত্ৰ 


৪ 


> 
4 কে মূলবিন্দু ধরলাম । 4 এর অবস্থান ৫=০ দ্বারা লেখা যায়। ধরা যাক 


BP ATCA ARI 


সি 
টো নি? 670} RELL Bবন্দুর অবস্থান & দ্বারা নিৰ্দোশত 


> ৯ 
হল এবং ৫ এর অবস্থান ৫ দ্বারা, 2 এর অবস্থান ?, 0 এর অবস্থান এ এবং 7 এর 


অবস্থান 7 দ্বারা নির্দেশ করা হল। তবে 


a= r= ,., (3.20), 


ন্রভুজের বৈশিষ্ট্যপূর্ণ এবং দুরপ্রসারী কার্যকরী ক্ষমতাসম্পন্ন উপপাদ্য 59. 


> 


> + 
2? কে এ এবং ৮ এ প্রকাশ করে 


> > /+1 ৯ > ৯ ৯ ৰ 
9=1{২(৫+1)9+ Yj 7 )/09+1)। 51 সমরেখ হতে হলে: 


তাদের সহগগুলির যোগফল শুন্য অর্থাং 


80৮+1) গে 9394 My EEL ’ 
717 CES DG LL 57: 


প্রণালীটি শাল্তণালী এবং সেভার উপপাদ্যের সামান্যীকরণ ইহার সাহায্যে করা যেতে 
পারে। বস্তুতঃ শীর্ষাবন্দু হতে বিপরীত বাহুর ?দকে নিৰ্দিষ্ট অনুপাতে অক্কিত 
রেখাগুলকে সৌভয়ান বল৷ হয়। বিস্তারিত বিবরণের জন্য হাণ্টার (৪ ] উল্লেখ, 
কর হল! 

4. এর পরে যে প্রতিপাদ্য বিষয়ের অবতারণা করব তার গুরুত্ব যাঁদও বেশী নয়, 
কিন্তু ইহা খুব বেশী উৎসাহ জাগয়োছল। ইহাকে লেমাসূ-ষ্টাইনার সম-দ্বিখওক 
উপপাদ্য বলে।' ইহার প্রতিপাদ্য বিষয় এই যে বাদ কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের 
সমাদখণ্ডকদ্বয় সমান দৈর্ঘ্যের হয়, তবে ব্রিভুজটি সমবাহু হবে। ইহার [িপরীত 
প্রাতিজ্ঞ। প্রমাণ খুবই সহজ ৷ অনেক প্রমাণ দেওয়। হয়েছে, কোনটি 'ন্রকোণামাতির, 
সাহায্যে, কোনটি জ্যামিতিক অজ্কনের সাহায্যে, আবার কোনটি আপতন সাহায্যে 
যাতে প্রণালীর উপর সন্দেহ আনে ৷ এখানে প্রথমে ভ্রিকোণমিতির সাহায্যে প্রমাণ 
দিয়ে পরে ইহার সামান্যীকরণের চেষ্টা করব। পরে জ্যামিতিক প্রমাণের কিছু 
উদাহরণ দিব । এখন 3.9 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । D€C=BE ৷ ধরা যাক BD =! 


4) = 777 


3.9. নং চিত্র 


AE=)Y, EC= x1 অতএব 4BC ত্রিভুজ হতে 


TEs 4.09 Le ) 
জাত 2 88022 00% 
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এবং DCB, BEC ত্ৰিভুজদ্বয় হতে 


1510 24. xsin2B 3.2 
51008781755 2 


উভয় দকই D0 = BE হওয়ার জন্য । পুনরায় 4190, AEB ত্ৰিভুজদ্বয় হতে 


বা ৰি FAD EC 
51019 811) *< (3130) 


(3.28), (3.29) হতে 1, % কে %, )) এ লিখে 


sin B COS ৮ 
=Xx+ 31 
Sin < i cos B Ei ( ) 


যদি < =।৪ হয়, (3.31) এর বামাঁদক অবশ্যই ডানদিকের সমান হবে ৷ যাঁদ <<! 

* হয়, বামাঁদক < < |2, ৪<!/2 এর জন্য ডানাঁদক অপেক্ষা বড় ; আর যাঁদ > 8, 

বামাদিক ডানাদক হতে ছোট ৷ কাজেই 4, <ন|2 এর জন্য অবশ্যই < = হবে ৷ 

যে কোন ত্ৰিভুজের পক্ষেই <, 9 <*/2 খাটে ; কাজেই প্রমাণ সকল ক্ষেত্রেই প্ৰযোজ্য । 
বিকণ্প প্রমাণ দেওয়া গেল ৷ 3.10 নং চিত দ্রষ্টব্য । AE=-p, BE=u 


A 


%/ ও 
/ ) 
৪4৯০ 
3.10 নং চিত্র 


42 =৫, DC=v, 8০৫, BD=DC=1। সুতরাং 4BD ত্ৰিভুজ হতে 
7 


৫.7. 27% 
B sin 4408 
চো 


এবং BDC ত্ৰিভুজ হতে 


a 
sin & sin 4 4/)8 | 


| 
| 
1 ... (3.32) 
| 
J 


(3.32) হতে 


= এ» 
দুটি 9 বংগৰ = = ২3.33) 
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আবার EBC এবং DBC ত্ৰিভুজ হতে ও (3.33) ব্যবহার করে 


2 
Hn rte ৮০ (3.34) 


(3.34) হতে সরলীকৃত সম্বন্ধ পাই 

20044) - ৫৮ =৫(( + ৮) -2% 1 ১১5:03.35) 
(3.33) এবং (3.35) হতে 
27724 47174 44 72974 
অর্থাং | 

ত +- 140 +" ৫104-1010 == 7৮ 4" 110 4" ৫৮ 4+-.0৮ | সুতরাং 

(u-v)(at+p+g)=0 2 (3.56) 

4 কে & এর সমান না ধরে ৫+ 2+ ৫ = 0 ধরতে পার না। কাজেই %-% অথাৎ 
ন্রিভুজটি সমাদ্বিবাহু । 


4.1 জ্যামাতর সাহায্যে প্রমাণের উপায় ও উহার দুইটি বিকপ্প প্রণালী এখন 
উপস্থিত করব । 3.11 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 4BC ত্ৰিভূজের BD, CE দুইটি সমান 
দৈর্ঘ্যের কোণ সমাদ্বিখওক । £K আঁক্কত হল যাতে EK=BC। / DBC কোণ 
6; দ্বারা, £DBE কোণ 25 দ্বারা, / BCE কোণ দ্বার, £ECD কোণ ০5 
দ্বার! র্দোশত হল । 4 CEK কোণ 6, দ্বার! নিৰ্দোশত হল এবং £&৪ = £6, = 
£52! আবার £BCE=c,, £BDC=d, LCIB=i, £BEC=yI 
b,=ba=bs, ৫1 =€০৪% ! 
অতএব 081), EKC ত্ৰিভুজদ্বয় সবসম | কাজেই  BCK = / 871 

KH, BL যথাক্রমে 47, CK এর উপর লঙ্ব টান৷ হল। অতএব 10818, 
BCE ত্ৰিভুজদ্বয় সৰ্বসম । সুতরাং HK = BL, HE= 1.01 ট যোগ কর! হল ॥ 


A 
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এখন 7707, BKL ত্ৰিভুজদ্বয় সৰ্বসম । কাজেই HB= KL এবং BE, CK-এর 
সমান্তরাল ৷ অর্থাৎ BE= CK এবং EK, BC এর সমান্তরাল। সুতরাং &৪ =, 
বা /৪= £C। অৰ্থাৎ 4BC একটি সমাদ্ববাহু ত্ৰিতুজ । 


লেমাসৃ-ফ্টাইনার উপপাদ্যের নানারুপ পাওয়। যাবে লয়েড্‌ [9], পারগেটার 
[10], *সন্নাদুরাই [11], প্যারী [12] এবং আরও অনেকের প্রবন্ধে । বিশেষ করে 
শেষোন্তজন জে. ষ্ট৷ইনার (1796-1867) এবং ডি.স. লেমাসের (1780 - 1863) 


উপপাদ্যের প্রমাণের বিশদ গ্ৰন্থপঞ্জী দিয়েছেন। 1934 সনের [1] পান্রকার 120 1 


পৃষ্ঠায় এই উপপাদ্যের সুপাঠ্য ইতিহাস পাওয়া বাবে। অন্ততঃ চৌদ্দটি ষ্টাইনার- 
লেমাষ্‌ উপপাদ্য প্রমাণ আছে। কালে আরও যোগ হয়েছে । কাজেই অন্ততঃ 
আরও একটি জ্যামিতিক প্রমাণ দিয়ে ষ্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্যের সামান্যীকরণের 
শদকে যাব। নিয্নের প্রমাণের জন্য 3.12 নং চিত্র দ্রষ্টব্য। 


A 


৪ € 


3.12 নং চিত্র 


14.86 নাদৰ তৱিভূজে BD= CE দেওয়া আছে। BD, CE, ABC তিিভুজের 
* 43 ও / ৫ কোণের সমাদ্বিখণ্ডক প্রমাণ করতে হবে যে 4B= 46 1 ধরা যাক 
£480 কোণ 4408 কোণের সমান নহে। অমরা ধরতে পাঁর / 486 < 
44081 TDF, EG কে BC এর সমান্তরাল টান৷ হল। যেহেতু BD, / ABC 
‘কোণের সমাদ্বিখণ্ডক, 
0:80 ২:80. ৪8800 
74 - BA CA 8404. 
(3.37) এর উভয়াঁদকের সাঁহত এক যোগ করে 


CD+DA < CG+ GA 
DA GA 


(3.37) 


EEE HCE BY ২. 
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অর্থাৎ 

AD > 4G 0% (3:88) 
AEG, AFD সদৃশ তৱ্ৰিভূজদ্বয় হতে পাই 

EG < FD’ ০০ (339) 
যেহেতু ধারণাবশতঃ / GEC > ££8), GEC, FBD ‘ভুজ দয় তুলনা করে 

EG=GC>FD = । ,.. (340) 


(3.40) সম্বন্ধ (3.39) এর বিপরীতধৰ্মা যা অসম্ভব। কাজেই / 45৫= / ACB 
এবং তদনুসারে এ = 461 


4.2 আমরা এখন স্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্যের ভিন্নতর সামান্যীকৃত রূপের 
আলোচনা করব ৷ কৌতুহল উদ্দীপক ভিন্ন আকার নিম্নবুপে দেওয়া হল। 4BC 
ত্রিভুজের শী্ষকোণগুলির অন্ত'দ্বিখণ্ডকরয় বিপরীত বাহুগুলিকে 2, 0, R বিন্দুতে 
ছেদ করে। যাঁদ POR ত্ৰিভুজ সমাদ্বিবাহু হয়, তবে 4BC ত্ৰিভুজ ক সমাদ্বিবাহু 
হবে? 3.13 (৫), (৯), (€) নং চিন্রগুল দ্রষ্টব্য ৷ 


A 
R Q 
BA DAE 
(0) (6) 
3.13(2) নং চিত্ৰ । 3 3.13 (৮) নং চিত্র । 
A 
R 
B ৰ ৰণ 


2 
3.13 (0) নং চিত্ৰ) 
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প্রথম দর্শনে প্রশ্নের উত্তর ইতিবাচক মনে হবে, বিশেষ করে যাঁদ সুক্মকোণী ত্ৰিভুজ 
এ'কে দোখ ৷ কিন্তু যাদ 470 ব্রিভূজকে স্থুলকোণাঁ আঁকি একসময় দেখব যে 
POR সমান্ববাহু ব্রিভূজ হলেও 4780 অবশ্যই সমাদ্ধবাহু ত্ৰিভূজ নহে (3.1306) 
নং ত্র )। কিন্তু স্থূলকোণটি বৃহত্তর হলে পুনরায় সমাদ্ধবাহু হওয়ার ধর্ম ফিরে আসে 
(3.13 (০)নং চিত্র ) কাজেই হতাবহ্বল করবার প্রশ্ন জাগে যে কিরূপ অবস্থায় POR 
সমাদ্বিবাহু হতে পারে কিন্তু 490 ত্রিভুজ সমান্ববাহ্ না হয়ে বিষমবাহু হতে পারে? 

প্রমাণ করা৷ যেতে পারে যে কোন ত্রিভুজ 410 এর AP, BO, CR যাঁদ 
অন্তদ্বিখওকগুলি হর * 


sin B+sin C 
tan P উদ (3.41) 
কারণ? ধার  BPR=B, / ৫৮০=)% ৷ 4৮ অন্তাশ্বখণ্ডক হওয়াতে 
9749 ৫ 
অতএব BP= ০4, PC= ba 
b+c b+ 
ই (3.43). 
একইবুপে ফি 1 
০৪ c+a’ Ae a+b 
05, RT কে BC বাহুর উপর লম্বগুলি টান| হল । 
09." COsin GC absin C 
any PS £0-00 ০০১ ০ ৫৭৫ )/ 
ba _abcosC 
ঢ় ৫-৫ ) 
১ (৮+০) 510. 0. _ ৫৪0 B+sin €) 
(৫+9)-(&+০) ০০5০ c(l+cos B-cos C) 
sin B+sin C 
(; +cos B-cos C| """ 644 
যেহেতু ৫=৮ cos C+ ০০১ Bi ) 
sin B+sin C 
= তে 034: 
চিএ 188 1-cos B+cos C ৬) 
যেহেতু /.৮+ +} = গ, (3:44) এবং (345) হতে পাই ষে 
4 2(sin B+ sinC) ! 
tan Pac tan (+72 c050B+ OC) 
~Sin Brsin C Al (346) 


COS A+ 


ন্রভুজের বৈশিষ্ট্যপূৰ্ণ এবং দূরপ্রসারী কার্যকরী ক্ষমতাসম্পন্ন উপপাদ্য 6১5 


অনুন্সদ্ধান্তবুপে একাট কৌতুহলজনক বৈশিষ্ট্য লক্ষ্য করা যায়। যদি 4 4= ৰে হয়, 


P=, B ও C-এর মান যাহাই হোক না কেন। 
ধরা যাক POR একাঁটি সমাদ্বিবাহু ত্ৰিভুজ ও P ইহার শীর্ষ। তবে 
tan Q = tan R অর্থাৎ (341) হতে 


sin C+sin A_sinA+sinB_sin 0910 B 
cos B+ cos C+F ০০৪৪-০০৪৫ (ভাগকিয়া সাহায্য) 


=tan 4 হি ১৭ ০ (3"47) 
যাঁদ / 8 কোণ /. ৫ কোণের সমান না হয়। কাজেই 201 ত্রিভুজ সমাদ্ববাহু হলে 
ABC ত্ৰিভুজাটিও সমাদ্ববাহ হবে বা /০- এম হবে ৷ শেষোন্ত ক্ষেত্রে 
40৮1২ চতুৰ্ভুজের একই বাহুর উপর দণ্ডায়মান কোণ দুইটি সমান অর্থাৎ 


4077. বৃত্তহু চতুৰ্ভুজ । অতএব 

tan A+tan P=0 যেহেতু 4+P=7 | তে (3°48) 
AQPR চতুভুজকে বৃত্তন্থ হওয়ার জন্য ABC নরিভুজের / 4 কোণের মানের 
পারাধ দনর্ণয়ে (3:48) সাহায্য করবে । (3:41) এবং (3'48) হতে 


91007343100, _ 511. 4910 Bt+sin C+ sin A 
COs A+ cos A™ ন যোগক্রিয়। সাহায্যে ৷ 
(3:49) 


শেষের সমানুপাত হতে পাই 
2(sin A+sin B+ sin 0) + tan A=0 ... (350) 


(350) সত্য হতে হলে (8৮0 4 ঝণাত্মক হতে হবে অৰ্থাৎ /4-কে স্থূলকোণ হতে 
হবে। এখন 4 এর নীর্দষ্ট মানের জন্য LB ও 4 0 পেতে হলে নীচের সমীকরণ 


দুটির সমাধান করতে হবে ৷ 
an A i 
শি দি 810 A 
sin B+sin C | ০5051) 


এবং £87+/0স্- -A 
অবশ্য এই সমীকরণগুলির সম্ভব সমাধানের জন্য আঁতারন্ত দুটি সর্ত মানতে হবে । 


এই সর্তগুল পাওয়। যাবে J 
sin B+sin C=2 sin BIC oss < 2510 PC 
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৫ মি A 
অর্থাৎ Sin B+sin C < 2 cos রা, } 552) 
আর দ্বতীয়াট ৫-৩৪+৫ বা 910 এ < sin Bt sin 01 


(3:52) এর দুটি সর্ত একত্র করে 


2sin A < (sin A+Sin B+sin C) < sin A+2 00s 


অর্থাৎ 2510 4 এ ৬ 08৪ এ এ 510 47+2 cos 4 ১1167. 
যেহেতু /-4 স্থূলকোণ --2 4 cos Asin এ ধনাত্মক সংখ্যা । (353)কে 
এই ধনাত্মক সংখ্যা দিয়ে উভয় দিক গুণ করলে পাই 

-4 sin 3 Cos A< চা 4 <=2 cos 4 (sin G +1) 
(3154) 
(3'54) অসমতায় 510 ৰু = বসালে পাওয়া যাবে 
4%(2%% - 1) < x < 2(2%* - 1) (x+1) 
অর্থাৎ 
8x8 - 5% < 0 এবং 4%8 + 4% - 3%- 2 > '0 3:55) 
অবশ্যই 0 < % < 11 (355) এর যুগ্ম সমাধান | 
0:78078 < ৯% < 0+79057 
অৰ্থাৎ 
102°40' < A <- 10428" ০০৭ ৮১7107156) 


(3:56) অসমতাঁটি আশ্চর্য ধৰ্মাট দিয়েছে এবং প্রশ্নের বৃত্তদ্থ চতুভূজের সমাধান 
এনেছে । £4 কোণের পাঁরাঁধ মানত 2 এর মধ্যে আছে। এই সীমার মধ্যে, 
48 এবং LC কোণের সুনিশ্চিত অন্বৈত সমাধান পাওয়। যাবে কারণ ত্রিভুজের 
কোণ 1তনাটির যোগফল ও তাদের সাইনের যোগফল দেওয়া আছে। যাঁদ ধরে 


নেওয়া হয় যে / €< ৫৪, আমর এ এর অনুপাত /. এ কোণের মানকে 


অপেক্ষমান করে বিন্দুহ্থাপন (10240' হতে 10428' সীমার মধ্যে) কাঁর তবে 
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লেখ হতে দেখবে যে ক্ষুদ্রতর সাঁমান্তের নিকট ন্রিভুজটি সমাদ্ধিবাহু হয় এবং বৃহত্তর 
সীমান্তের নিকট / ৫ কোণ বিলীয়মান হয় (3:14 নং চিত্র দ্রষ্টব্য )। 


ON + ০9০5.205 


103০ 104০ 
3°14 নং চিত্ৰ 
উপরের সীমান্তগুল অসমতার সাহায্যে পাওয়া গিয়েছে। কিন্তু লক্ষ্য করবার 


গবষয় যে $- 6 = ] হলে / 4 এর মান 10240" এর কাছাকাছি হয়। অন্যভাবে 
LB \ 


102:40' এর কাছাকাছি / এ কোণের মান নিৰ্ণয় করব । রোডয়ান কোণের মান 
ডিগ্রী, মিনিট ও সেকেণ্ডে লিখলে পাই 102°51'26'। দেখাতে হবে যে 


/.4 কোণের মান রি হলে POR সমদ্বিবাহ হলেও 4BC সমদ্বিবাহু ত্ৰিভুজ 
হবে না। 315 নং চিত্র দ্রষ্টব্য। ধরা যাক 4BC ভ্রিভুজটি আবাশ্যকভাবে 
সমাদ্ধবাহ্‌ নহে । 4480 ত্ৰিভুজের কোগগুলির CR, AP, BO অন্তাদ্বিখওকন্য়। 
POR ব্রিভুজ, 486 সমাদ্ধবাহু না হলেও, সমাদ্বিবাহ্ হতে পারে। প্রথমে একটি 
সুষম সপ্তভভুজ আঞ্কত করি। 


3-15 নং চিত্র 
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সুষম সপ্ততুজের শীর্কোণগুল প্রত্যেকে ৰ ৷ কাজেই 3'15 নং চিন্রের / 4 এ. 
£C= 7 এবং ৮82 LABQ= 7, ৮498-27 বং LBAC 
= অতএব BAC, 480 ন্রিভূজন্রয়ে, /:8407/-840- পি, 
/48০-॥ LB = LC সুতরাং 40, 480 তিভুজদবয় সদৃশ । এবং 
সেইহেতু, 

46.48 চু ঢ় 397) 


নি পা 
BR টি 8) 
পুনরায় = — 3 "1c অৰ্থাৎ, , 


BR_BC এ 24451 ... (3.58) 


88549 লা (3.59), 


(3.59) এবং (3.57) হতে এ0 = BR ৷ 
কাজেই 240, PBR মিভুজদ্বয়ে 40 = BR, / PAQ= ০৮৪7২. ত 


PB= PA যেহেতু / PAB= LPBA- ৷ অতএব 240, PBR 'ন্রভূজদ্বয় 
সর্বসম এবং PO =PR অর্থাৎ POR সমাদ্ববাহু ত্ৰিভুজ । / 4 কোণ ৰ হলে: 


সামান্যীকৃত ্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদে!র সাধারণের ব্যাতরুম পাওয়া গেল । 
4.3. এবার ষ্টাইনার লেমাস্‌ উপপাদ্যের ভিন্নরূপ আলোচনা করব । 3.16 নং 
চিত্র দ্রষ্টব্য। 
4862 নিদি তিভুজের 4, 81৫ যথাকুমে £ 4, / B কোণকে এরূপে বিভন্ত 
করেষে 21484 7248, LLAB=¥/4। যাঁদ 24১ /% হয় এবং 
(i) যাদি 0৮1 তবে 71447 


(i) যাদি আদা 814-471 
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8০4 এবং ABC ত্রিভুজ দুটি হতে 
BM__ BC ৫2 ,.. 3.61) 


910 0510. 0749 sin (4 +%8) 


3.16 নং চিত্র 
অনুরূপভাবে 
ALG 3.62 
sinC sin (B+ x4) ৰ 9) 
কাজেই BM_ a sin (B+xA)_ sin Asin (B + xA) ১4368) 


AL b sin (4+xB) 508 50 (4758) 
যদি £০) 9104 sin (B+ %.4) - sin B sin (4+ xB), ) 
F(0)=0, F()~=sin (4+ 8) (Gin A - sin B)>0 | 
a) sin A cos(B+ ৮.4) - B sin a 
...03.64) 
(3.64) হতে পাই যেহেতু 4 Sin এ ১9510 8, | cos (B+ x4) | এ | cos 
(4%+3) | অৰ্থাৎ ০০৩ (B+ ৯4) এর ধনাত্মক মান, ০0০5 (4%4+ B) এর 
ধনাত্মক মান হতে ছোট হতে হবে যাঁদ % এর 0, 1 এর মধ্যে ঘূর্ণন পথাবন্দু থাকতে 
হয়। ইহার সমার্থক হবে | ৪0 08 +5:4)1 > | sin (4 + 4B) | এবং ইহা 
সম্ভব নহে যেহেতু 0<৯*<! ৷ অতএব (3.63) হতে 


814. F(x) 
AL এ Sin B sin (4 দা 717. 


অর্থাৎ, BM>AL যখন ০1 
যাঁদ ৯], 4, 8 এমন মানের নিতে পার যে B+ ৯.4 _৯ গা) A+XB<T 
এবং এক্ষেত্রে 1 < 41, ৷ কাজেই যখন > 1, BM এবং 47, এর মধ্যে কোন 
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সাধারণ অসমত! প্রকাশ সম্ভব নহে। স্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্যের সামান্যীকরণ 
বিশদতর জানতে হলে প্যারী [13], 'প্রমরোজ [14], এবং ম্যাক [15] এর প্রবন্ধগুলির 
উল্লেখ করা হল। 


4.4. ষ্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্য হতে বিষয়ান্তরে যাওয়ার পূর্বে আরও জ্যামিতিক 
প্রমাণ দেওয়া হবে। দুটি প্রমাণ হতে বুঝ৷ যাবে যে এখনও কল্প প্রমাণ সম্ভব। 
ইহাই ইউারুডের জ্যামিতির বৈশিষ্ণ্য। এখন 3.17 নং চিত দুষ্টবা। যে কোন 
ত্ৰিভুজে দুইটি অন্তদ্বিখণ্ডকের ক্ষুদ্ুতরটি বৃহত্তর কোণকে সমাদ্বখওিত করে। ধরা যাক 
486 নিৰ্দষ্ট িভুজের 44০৪ 44801 AD, BE, CF অন্তদ্বিখণ্ডকরয় 
অন্তঃকেন্দ্ৰ 1 বিন্দুতে মিলিত হয়েছে । আমর প্রমাণ করব যে < BE ৷ 

যেহেতু এ 408 > £ ABC, 48৯401460.কে 8' পর্যন্ত বার্ধত করা 
হল এবং 4B'= 4B করা হল। ৪1 যোগ করা হল এবং 48 কে £' বিন্দুতে 
8H 

| 


3,17 নং চিত্ৰ 


হেদ করল। এ’ বৃত্ত 8.88, £' বিন্দুগুলি দিয়ে যায় এবং 0 ইহার কেন্দ্র? 
যেহেতু 4B = 481, / B4C কোণের অন্তাদ্বিখণ্ডক 4,812" এবং BE সমান 
দৈধ্যের কারণ উভয় রেখাই 1 বিন্দুগামী ৷ 7” বৃত্ত BE, 8" স্পর্শ করে এবং 0 
ইহার কেন্দ্ৰ । C// রেখা 7" বৃত্তের বাইরে অবাস্থিত। 0 রেখ। এ" বৃত্তকে 8, 
০ বিন্দুদ্ধয়ে ছেদ করে । 1!" বৃত্তের ৫H জ্য৷ BE জ্য৷ হতে দূরে অবাস্থছত। সুতরাং 
BE<HG অর্থাৎ CF<BE | ইহা পূর্বাসন্ধান্ত B£E= CF এর বিপরীতধৰমাঁ। 
কাজেই 4BC ব্রিভুজটিকে সমদ্বিবাহু হতে হবে ৷ 

উপরের প্রমাণপ্রণালীর অনুসদ্ধান্ত হিসাবে নীচের সিদ্ধান্ত পাওয়া যায় £ 

48= 460 সম্বন্ধকে 88. CF এর সুচক এবং : বিপরাতার্থে BE- CF 
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সন্বন্ধকে 4B= 4C এর সৃচক বলা বায় । কিন্তু বাদ BE, CF কে 480 তিতুজে র 
পারবৃত্তে 0, 1 পর্যন্ত বর্ধিত করা হয়, তবে 
48740 সম্বন্ধ BO = CR এর সূচক, কিন্তু 
80 = ৫&ে সম্বন্ধ 489= AC এর সুচক নহে ৷ 
4.5. স্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্যের সর্বশেষে বিকল্প প্রমাণ দেওয়া হল। যদি 
ABC, DEF দ্বিতুজদ্ধয়ের BC= EEF, অন্তাদ্বখগুকদ্বয় 4L= D0 এবং 
£4= /D কোণদ্বয় হয়, তবে ্ৰিভুঙ্জৰয় সর্বসম ৷ সামান্যীকরণের অসুবিধা না রেখে 


D 


80814151111) 


(9) - (b) 
3.18 (0), (6) নং চিত্ৰ 


DEF ত্ৰিভূজকে সমাদ্বিবাহু মনে কার (3.18 (৫), (6) নং চিন্রগুলি দ্রষ্টব্য) এবং 
/ 04 47148, 4 ০ রেখাছয়ের উপর DE, £/গ্ছাপিত কার এবং 47)». 4 4 
হওয়াতে 4P= DE, 40 = DF ধরে নেওয়া হল । 20 = ঠ81"= 980 কাজেই 
1{ বিন্দুতে যাদি 41, অন্তদ্বিখও্ডক 20 কে ছেদ করে 441২-40-47, অর্থাৎ 


A 
M L 


gl 
১২ 


3.19 ন! চিত্ৰ 
R, L এর উপর সমাপাতত হবে ৷ কাজেই 4.86, DEF ত্ৰিভুজদ্বয় সবসম । এখন 
3.19 নং চিত্র দ্রস্টব্য। BL, 014 এর ছেদাবন্দু 01 40 যোগ করা হল। 
ABL, ACM ভিভূজদয়ের / 4 সাধারণ, 81, 074, 40 সাধারণ অস্ত্্খণডক, 
অর্থাৎ 4B=4C। স্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্যের প্রমাণের জন্য গিলিস্‌ [16], 
চৌধুরী [17] এর নাম উল্লেখ করা হল ৷ 
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5. আমরা এখন নতুন এবং কৌতুহলোদ্দীপক মর্লের উপপাদ্য এবং তার 
বাতিক্রম ও সামান্যাকরণ আলোচনা করব. মর্লের উপপাদ্য অপেক্ষাকৃত আধুনিক" 
কালের সৃষ্ট । জ্যাঁমাতর অনেক উপপাদ্য নানা কৌশলে: সৃষ্টি হয়েছে। যেগুলি 
তাদের মধ্যে সবচেয়ে কৌতুহলী করে সেগুলির মধ্যে একটি আবিষ্কার করেছেন এফ. 


মর্লে 1899 খৃষ্টাব্দে সামান্য বিবরণ কোক্সটারের. [18] পুস্তকে দ্রষ্টব্য । মলে, ' 


তার বন্ধুদের মধ্যে তার আ'বষ্কারের কথা লিখলে তারা পৃথিবীতে গাঁণতের আলোচনার 
মাধ্যমে ছাঁড়য়ে দেন অবশেষে পনের বৎসর পরে একটি সরল সহজ প্রমাণ ছাপার 
অক্ষরে বার হল। পরে প্রাথামক জ্যামাঁত বা ত্রিকোণামাতর সাহায্যে এই উপপাদ্যের 
অনেক প্রমাণ ছাপা হয়ে বোরয়েছে। 


উপপাদ্যের প্রতিপাদ্য বিষয় নিয়রূপ ঃ 
যে-কোন (ত্রিভুজের কোণগুলির সাল্নীহত তৱিখওকগুলির ছেদবিন্দুনরয় সমবাহু ত্রিভুজ 
উৎপন্ন করে। ৰ 


উপপাদ্যটির যে কোন কোণকে ত্ৰিখাওতকরণের সঙ্গে যোগ থাকাতে মাপনী ও 
কম্পাসের সাহায্যে চিত্রটি অঙ্কন সম্ভবপর নয়। কাজেই প্রশ্নের জ্যামিতিক সমাধান 
বিষয়ে মনে সকলেরই সন্দেহ জেগোঁছল ৷ সরাসাঁর প্রমাণের দিকে না গিয়ে আমরা 
উল্টাদক য়ে প্রমাণের চেষ্টা করব । 3.20 নং চিন দ্রষ্টব্য । যে-কোন ত্ৰিভুজ 4180, 


3.20 নং চিত্র 


সমবাহু ত্রিভুজ POR উৎপন্ন করে যখন এ, 4, 0 কোণ তিনটি 40 এবং 4R, 
BR এবং BP, CP এবং 00 রেখাগুলি দ্বারা বথাকুমে ভ্রিখাওত হয় । PO, RO, 
££ বাহু তিনটির উপর তিনটি সমাদ্বিবাহু ত্ৰিভুজ আঞ্কত হল যথাক্রমে 210, 
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07৮7৩ PO'R | এই ত্ৰিভুজগুলির ভাঁমসংলগ্ন কোণগুলি <, 9, / নিম্নলিখিত 
সমীকরণ ও অসমতাগুলির সমাধান ঃ 
< + +? = 120", «6০৯ B<60°, y<60° + (03.65) 


ধরা যাক, সমাদ্ববাহু ল্ৰিতুজগুলির ভূমিপাৰ্শ্বস্থ বাহুগুলিকে ভূমি ছাড়িয়ে বার্ধত করা হল 
বাতে এ বাহুগুলি পুনরায় যথাক্রমে 4, 8, ৫ বিন্দুতে মিলিত হয়। যেহেতু 
এ“ + 8 +?" + 60" = 180%, আমরা অন্যান্য কোণগুলির মান বিষয়ে অনুমান করতে 
পাঁর। 3.20 নং চিন্তে দেখলে পাওয়৷ যাবে 401 ত্ৰিভুজে 4 শার্ষস্থ কোণের মান 


180--$180--60+%+ 180° — 6048} 
= 120" + + ? = 180"= +} = 60১ = (*% + 9 + ?) - 60" % 
= 12024 600-4 5607-35 ... (3.66) 


/ AOR. 4470 কোণগুলি যথাক্রমে < + 9, < +} ৷ 780 ত্ৰিভুজের PP' 
রেখা 2 শীর্ষস্থ কোণকে অন্তাদ্বখিত করে এবং অর্থাংশের মান 90"- * + BPC ৷ 
কোণের মান 

180"-- (60"- B+ 60১- 5) = 60% + ৪ +? = 180"--< ... (3.67) 
কাজেই 2 বিন্দু 2'BC ত্রিভুজের অন্তঃকেন্দ্র । একইবুপে 9 বিন্দু 004 '্রভুজের 
এবং 7 বিন্দু £/ 4 দ্ৰিভুজের অন্তঃকেন্দ্ৰ কাজেই 4 1বন্দুতে তিনটি ক্ষুদু কোণই 
4 _60°-4। ও ৫1বন্দুতেও একই রূপ । কাজেই 


৪ 
(6 


21 bt les LL TA 

‘= 60. ন, B= 60 নর” % 60 ন! 

-সমাদ্বিবাহু ত্ৰিভূজগুলির ভূমিসংলগ্ন কোণগুলির মান উপরের মানগুলি নিলে সমাদ্ববাহু 
ন্রভূজগুীলর বাহুগুলির বা্ধতাংশ 4, B, ০ শবন্দুগুলি দিয়ে যাবে । উপরের ধরণের 
প্রমাণের জন) কোঁক্সটার [18], ভেঞ্কটাচালিয়েঙ্গাৱের [19] লেখার উল্লেখ 


করা হল। 


5.1 আমরা উপরের প্রমাণের নীচে বিকণ্প দিলাম। যাদি 470 তিভুজের 
‘ছয়টি অন্তঃত্ৰিখণ্ডক আকা যায় এবং ত্ৰিখণ্ডকের প্রত্যেকটি জোড়া যেগুল {নভুজের একটি 
বাহুর সান্মাহত 7, 74, ৫ বিন্দু তিনটিতে মিলিত হয়, তবে প্রমাণ করতে হবে যে 
_LMN সমবাহু ৷ ধরা যাক 4BC ত্ৰিভুজের £4 = 34, LB=3B, /, ৫= 37% । 
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প্রথমে LN ভ্রভুজকে সমবাহু ধরে নিলাম (3.21 নং চিত্র দ্রষ্টব্য) ৷ আমরা AMN 
BNL, CLI ত্রিভুজ আকলাম যাদের ভূমিসংলগ্ন কোণগুলির 9 অংশ স্বেচ্ছাধীন, 


3.21 নং চিত্র 


কিন্তু আকবার পূর্বে স্থির করা আছে এবং LMAN=<4, LNBL=B, LLCM 
71. ধরা যাক-- 


LAMN=+y+0, £4774-8+8-8, £87-8+4+% 


LBLN=+y-0, LCLU=E+B+0, £০7/-8+*-৪ 
অতএব সুস্পষ্উতঃ 
£0448-দ-(5+8-91-15+/+ 0)=< যেহেতু <+)৪+%= য়ু, 


£৯৮৫=%০- (ৰ +৪+৪) - [ৰ +)-9] 3-2 < 


স্পা শিট 


(3.68 
3.21 নং চিত্রের ন্যায় ছবি আঙ্কত হলে পর 
LMAY= LNAZ ==, LMCY= LLCX=y, 
LLBX=LZBN=B  ... 3.69) 


ন্রভুজের বৈশিষ্ট্যপূৰ্ণ এবং দূরপ্রসারী কার্যকরী ক্ষমতাসম্পন্ন উপপাদ্য 75 


AZ, BZ রেখাদ্বয় Z বিন্দুতে, এ}, CY রেখাদ্বয় Y বন্দুতে এবং BX, CX রেখা 
দুইটি % বিন্দুতে মালত হয়েছে । ফলতঃ (3.68) ও (3.69) হতে পাই 
/8%2= 2%- [হয +<} - ৪) =" 30) 

কাজেই যাঁদ 1চন্লটিকে সৃক্ষ্মভাবে এবং দনভূ্লভাবে আঁঙ্কত কাঁর তবে দেখ৷ যাবে যে 
73, X, ৫ সমরেখ এবং একইরূপে €, Y, 4 সমরেখ এবং 4,2,8 অনুরূপ সমরেখ ৷ 
স্বভাবতঃই যাদ MN ভুজ 4.86 ত্ৰিভুজ হতে অঞ্কন সুরু করা যেত, £8 কোণ 
স্থির হয়ে যেত ও স্বেচ্ছাধীন থাকত না। এ প্রমাণটি নিশ্চয়ই কো'ক্সটারের [18] 
শনর্বাচত প্রমাণ অপেক্ষা সহজে বোধগম্য ৷ i 

5.2 উপরের উপপাদ্যের যে ধারায় প্রমাণ দেওয়৷ হল তাতে জ্যামিতি একটি 
{বাশষ্ট প্রমাণের ধার৷ ও নতুন নতুন উপপাদ্য সৃষ্টির দিকে দৃষ্টি আকর্ষণ করে। এই 
ধারাকে আমরা [বিপরীতমুখী প্রমাণের ধারা বলব । ধারাটির ব্যবহারে অভ্যন্ত হওয়ার 
জন্য অন্য একটি দৃষ্টান্ত উপাদ্থিত করা দরকার ৷ 

যে কোন বৃত্তের উপর পাঁচটি বিন্দু 4, 8, ... ইত্যাদ নেওদ। হল (3.22 নং চিন্ত 
দুষ্ঠব্য)। এই ববিন্দুগুলিকে কেন্দ্ৰ করে পাঁচটি বৃত্াপ আঁঞ্ষত হল এবং প্রত্যেকটি 


3. 22নং চিত্ৰ 


বৃন্তচাপ তার দুই প্রাতবেশী বৃত্তকে তাদের বৃত্তদ্থ ছেদাবন্দুতে ছেদ করে, বথ৷ %, 2, € 
__, ইত্যাদি বন্দুগুলিতে ৷ তবে ওঁ বৃত্তগুঁলর অপর ছেদাবন্দুগ্ুল H,G, EE, K 


76. প্রাথমিক জ্যামিতির অঞ্নের সৌন্দর্য ও যুক্তিবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


দিয়ে একটি বৃত্তস্থ পণশীর্য নক্ষত্র অঞ্কন সম্ভব অৰ্থাৎ GX. IK বৃত্তের উপর D-তে 
মিলিত হয় ইত্যাদি। প্রথমে লক্ষণীয় যে Yঢ-এর লযম্বাদ্বখগুক এ৷ সুতরাং 
44457445011 পুনরায় মূল বৃত্তের ৮4, D4 জ্যাগুল সমান ৷ কাজেই 
LAXY= 2 AXD। অতএব 44XG- £AXD অৰ্থাৎ XG, XD একই 
সরলরেখা ৷ এ, ৫, D সমরেখ। অনুরূপে YH, 7% অপর একটি বৃত্তের কেন্দ্রে 
মিলিত হয়। মিলনাবিন্দু অবশ্যই মূল বৃত্তের উপর অবাস্থিত। অনুরূপ জোড় 
YE, EC এবং DK, EJ বা 41, 40.9 ইত্যাদি। 77 কে 141 কোণের 
অন্তা্বিখণ্ডক মনে করা যেতে পারে । ইহার প্ৰতিবেশী 7401 এর অন্তান্বিখণ্ডক LC 
অনুরূপ /D রেখা 4 09 কোণের এবং JM রেখা < C141 কোণের অস্তদ্বিখণ্ডক ৷ 
মলের উপপাদ্যের সঙ্গে সাদৃশ্য দেখান দরকার । ত্ৰিভুজের পরিবর্তে একটি বৃত্তস্থ পণভুজ 
আকা হল। তিনটি প্রাতবেশী শীর্ষ নেওয়া হল এবং একটি ত্রিতুজ আঁকা হল। 
ত্ৰভুজটির বৃত্তন্থ সীমান্তের শীর্ষ কোণের অন্তদ্বিণওক অঙ্কন করা হল। অনুরূপভাবে 
ক্রমান্বয়ে পাঁচটি শীর্ষকেই একে একে নিয়ে এরুপ অন্তদ্বিখওক আঁকা হল। স্বাভাবিক 
কারণেই ০০৪ = 10টি অস্তাদ্বখণ্ডক পাওয়া যাবে ৷ প%ভুজের বাহুগুলি এবং অন্তদ্বি- 
খণ্ডকগুলি পাচটি বৃত্তমালার ছেদাবন্দুসকল দ্বার। নিরাপত হবে। এরূপ আরও কিছু 
উপপাদ্য পরে দেওয়া হবে। বিশদ আলোচনার জন্য রাঁস্‌ [20] জন্সন্‌ [21], 
ফোর্ডারের [22] নাম উল্লেখ করা হল। 


5.2 ফ্রাঙ্ক মর্লে (1850-1937) প্রায় 1900 খ্রীষ্টাব্দে তার জ্যাঁমাতর গবেষণায় 
বৈশিষ্টপূৰ্ণ উপপাদ্যটি আবিষ্কার করোছলেন। কিন্তু এ আবিষ্কারের কথ! তখন 
তিনি তার বন্ধবান্ধবদের জানালেও প্রমাগ দিয়ে ছাপার অক্ষরে প্রকাশ করেন নাই। 
খবরটি শুধু গণিতের বিষয়ে গ”্পগুজবের মধ্যে আবদ্ধ ছিল। মর্লে 1924 সনে 
প্রমাণ সহ উপপাদ্যটি জাপানীজ; জার্নাল অব্‌ সেকেগারী ম্যাথমেটিকৃস-এ ছাপান। 
তার প্রমাণ আমোরকান জার্নাল অব্‌ ম্যাথ্মেটিকৃস্‌ [23] এও প্রকাশিত হয়েছিল। 
অবশ্য উপপাদ্যের প্রথম প্রমাণ এডুকেশনাল টাইমৃষ [23]এ প্রকাশিত হয়োছল। কে 
[24] একটি সুন্দর প্রমাণ ত্রিকোণামাতির সাহায্যে দরোছলেন। ক্লীভেনের [25] 
প্রবন্ধও এ বিষয়ে দ্রষ্টব্য । ন্রিকোণামাতর সাহায্যে বিকল্প প্রমাণ রীড্‌ [26] 
দিয়েছেন । | 


ৱিকোণামিতির সাহায্যে প্রমাণ অনেকটা সরাসরি হবে ৷ 3.23 নং চিন দ্রষ্টব্য ৷ 
প্রমাণ করতে হবে যে EFD ন্রিতুজ সমবাহু যাদি 44৯০4884০০৮ 
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হয় তবে + BED= £ CED=60°+%, / 428 = £CDE = 60°+8 


ু GH B ZX টি 


2.33 নং চিত্ৰ 


LAEF= / BDF=60° + ৰ আমরা বিপরীত দিক হতে অগ্রসর হব। ধরা 


যাক DEF একটি সমবাহু ত্ৰিভুজ। / AEF = 60° + দু, 420 তব , LDBF 


=? , L BDF=60°+2 আকা হল। অভএব 4EF, DBF বিভূজ দুটি হতে 


---- ত - = এবং 7 --- er 40101 
sin (60 +%) Sin ৰ sin sin(60 +) 
(3.71) হতে 
in (60°42) = DF 810 | 60°+ ?/,] AF sin = BF sin B 
EF sin (6০ +2) DF sin ( 60 4 ঠ) AF সা নু =BE sin 1 


AFsin $= BF sin 8 সন্বন্ধটি প্রমাণ করে যে যাদ কোন রেখা 4G, 4-এর 


সঙ্গে 4 বিন্দুতে নন কোণ আঁক। হয় এবং 7% এর সঙ্গে 8 [বিন্দুতে ৷ কোণ করে BH 


আঁক৷ হয়, এ এবং BH একই রেখায় অবস্থিত হবে। অতএব মর্লের উপপাদ্য 


প্রমাণিত হল ৷ 

5.3 মার্লের অনবদ্য উপপাদ্য স্বভাবতঃই প্রকারভেদ আনবে এবং সামানযীকরণ 
করার প্রচেষ্টা আকর্ষণ করবে। নীচের বিশ্লেষণ হতে বুঝতে পার৷ যাবে যে ত্ৰিভুজের 
শীর্বকোণগুলি অন্য কোনরূপ ভাগ করলে মর্লের উপপাদ্যের প্রমাণিত বিষয়বস্তুর 
প্রকারভেদ পাওয়। যায় না! 


78 _ প্রাথমক জ্যামাতির অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুক্তিবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


উপপাদ্য ঃ 16%, 75,105 কে [0, & ]এর মধ্যে নেওয়া হল । ০040 ব্রিভুজের 
প্রত্যেক শীর্ষে সংলগ্ন বাহুদ্ধয়ের দুই দিকে কোণের মানের ; অংশ (1 শীর্ষে ) পাঁরমাণ 
কোণ ভিতরের দিকে আঁকা হল । কোণগুণলর অন্তঃস্থ বাহুদ্ধয় ত্রিভুজের মধ্যে ছেদ 
করে। এরুপ তিনটি ছেদাবন্দুকে 4, 8B, ৫ দ্বারা আঁভাহত কর৷ হল। 48৫ 
'ন্রভুজ সমবাহ্‌ হতে পারে. একমান্র তখনই যখন 7২-79-1058 । 

3.24 নং চিত্র দ্ুষ্টব্য। ধর। যাক ১7৪ এবং 020 সমাদ্ধবাহু ত্ৰিভূজ । 


ভূমি 02 এর মান 2 ধরা হল। তবে B=) এবং “এ=দ্- 28 । : 0 বিন্দুর 
স্থানাগ্কদ্বধয় (1, tan 8) । যাঁদ 6 বন্দুর স্থানাঙ্ক (2৫, ») হয়, তবে 
}'==>% 519 (112), 0 এর অবস্থান বিচার করে পাই 


এবং 
y- tan ৪==(%-- 1) tan (B+ Kk, 4), 0এর অবস্থান বিচার করে পাই 
(3.72) 
%-এর পক্ষে সমাধান করে পাওয়া যাবে 
18019 tan (97154) 
tan (9159) 18009 + [3 <) 
= (০০১(৪+103%)/০০৪ B) sin 19510694104) 3.73 
০০১৪(৪+ 10%) 180.(9- 1039) = 9108(8 + 755) 7 ৬ 
সঙ্গ -28 স্মরণ রেখে পাই a ॥,2)= 12%; |] 
lim 00501 + ki) 
, ১৭555072৮8০ PL 
নি ০০319 LEAN | ত 8:74) 
[৮01 21098 চি নি | 
2 a T জাতি te 
cos tan (? = kor) = sin নু 
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যেহেতু 40 ত্ৰিভুজকে সমবাহু ধরা হয়েছে, 8 কে [৮ ধরলেও 4470 ন্রিভুজ 

সমবাহু থাকবে ৷ এক্ষেত্রে ০ বিন্দুর গ্থানাজ্কদ্য় দাড়াবে (8০ 2k, tan (7 — ks) 
টং ikem 

অর্থাৎ ( 21, 2k, cot (শু) 17116112)) 


একইরূপে B এবং } বিন্দুদ্বয়ের -স্থানাঞ্কের পার্থক্য নিশ্চিতই 215 হবে ৷ 
8, 0 1বিন্দুদ্বয়ের হ্থানাৰ্কগুলি পাওয়ার পরে আমরা 


Xx, = cot (৮ 7) Y= cot (ts 2), 
2, = CB এর অর্ধ দৈঘ্য, 
০= CB এর ৯-অক্ষের সহিত উৎপন্ন কোণ 


(3.77) 


এলখলাম। (3.76) ব্যবহার করে € এর স্থানাঙ্ক (2155 2k, %২), B এর স্থানাঙ্ক 


(2-2k,, 2%5)5) পাই ৷ অতএব 
sin 9 (21505 _27585)1225 15005 '_>)|23 ) 0 43.86) 
cos ০ = (2 -- 413)/221 = (1-27)/23 | 


04 বাহু ১-অক্ষের সাঁহত (৮৪) কোণ উৎপন্ন করে। কাজেই 4 বিন্দুর 


স্থানাক্কদ্বয় যথাক্রমে 
A: 2k, +22, cos (৬ 5). 20% +22, sin (০-5]। ... 6.78) 


(3.78) এর সাহায্যে cot 4 40.2 এবং ০০৫ £ APO নির্ণয় করা যায়। পুনরায় 
40৮1 নু, / 420 =! নু । আমাদের নির্দেশ করার ফলে 


2k, +22, cos (4-£ ] 
আদ 
21525 +22, গ10(৬- ) | 
4010.19) 
শা 
রঃ 2 - 215 - 221 cos (*-?} | 
০০ }->, রঃ 7 গা ] 
2/5%5 + 225. (০ -?] J 
(3:77) এর সাহায্যে সমীকরণরূপে নমনরূপ লেখ। যেতে পারে £ ৰ 
25, cos (৩-2)- - 21; + 480১-৯০, 
4 (3:80) 


2 sin (০ | = 13002. 2৯) + ২৪1 ০ 215) 


80 প্রাথীমক জ্যাসিতির অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্তাবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


2 (3.79) এবং (3.80) হতে অপনয়ন করে পাই 

12224715057 48315710857 4815) = 1 = 0; 

100 3%4.)73, 7" [0 $ + VS3(3k, - 1))"; = 4810-11-70 
যেরূপ আশা করা যায় &, ৫ এর প্রাতসাম্য থাকার জন্য (3.81) এ x, ও}, 
পরস্পর পারবৰ্তন করলে একই রাশিমাল৷ থেকে যায়। যদ %:১7/+ এর সমান না 
হয়, (3.81) এর দুটি সমীকরণ বিয়োগ করে ৫. -);) দিয়ে ভাগ করে পাই 

1275 [)% + 48(3/68 = 1) + 4810 = 0 73.82} 

(3.82) ব্যবহার করে (3.81) হ'তে }; অপনয়ন করলে %ঃগুল আপনা 
হতেই অপসাঁরত হয় এবং 1; =$্‌ পাই। কিন্তু এক্ষেত্রে (3.82) দাড়ায় 
X%,+),+ /3=0। ইহা সম্ভবপর নয় কারণ %, এবং }, এর মান 1] এর কম 
নহে। কাজেই ৯২, এবং), সমান নহে ধারণা সঠিক হয় নাই। অতএব সিদ্ধান্ত, 
নেওয়। হল 


,..(3.81) 


3, =}), .. (3.83) 
(3.81) সমীকরণটি তবে 

21054 4ত(2%; - ])%; = 1 =0 । (3.84) 
(3"84) হতে ৮, সমাধান করে পাই 

k= 3241 (3:85) 


25057 48) 


যেহেতু ৯; =), আমরা ধরে নিতে পারি যে /২-/৪ । আবার প্রথমে ধরোছলাম 
যে /হ এবং &, সম্ভবতঃ অসমান ৷ কিন্তু (3:85) হতে 1২ = 2 =, । কাজেই 


x= cot (57) ~ cot (ks) অর্থাৎ ০.7 ০০/-২৫%২)। ... (3.86) 


(3:86) এবং (385) হতে ৫, অপনয়ন করে 


2০501888524] -87) 

০০ ক ২৯৯) চি? 
আমরা (387) এর সমাধানের জন্য £৫) নিম্নবুপ লিখলাম ঃ_ 

F(t) = _ "371; 2 cot- (1) +. (3.88) 


20453) গ 
যখন (=1, (= ১8, £৫)-0 এবং ইহার সত্যতা প্রাতপাদন খুবই সহজ । 
পুনরায় কিন্তু যেহেতু %; > 1, আমরা /-1 উপেক্ষা করতে পাঁরি। 325 নং চিত্র 
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গা ২/3৫+ { 


225 তরে = cot" + la LEE ত 
দুষ্টব্য ৷ নং চিন্লে ঢ় ০০৮00) এবং পে) লেখগুলি আকা 


3.25 নং চিত্র 


হয়েছে । 1চিন্ন হতে পারষ্কার বুঝা যায় {= /8 একমাত্র মান 1 হতে বৃহত্তর 
যেখানে £()-01 কাজেই (3.87) সমীকরণের বাস্তব মূল য৷ 1 হতে বৃহত্তর 


মানের %, = ॥/3 (3:86) হতে পাই তখন /3 =k, =k; ৮2০০ V3= Fl 


মর্লের উপপাদ্য ভেদ আরও কিছু আছে ৷ পরে সেগুলির সামান্য কিছু মাত উল্লেখ, 
করব ৷ গের্ফুণ্কেলের [27] প্রবন্ধ এক্ষেত্রে দ্ৰষ্টব্য । 

5.4. মৰ্লের উপপাদ্য যেমন-অগেক্ষাকৃত নতুন, ফেরম্যাটের বৃহত্তম দৈর্ঘ্যের 
মানের উপপাদ্য .তেমান প্রাচীন এবং বহুজন আলোচিত। ইহাকে চালতভাষায়, 
ফেরম্যাটের সমস্যা বা প্রশ্ন বলা হয় । এখন 3.26 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 

480 একটি নিদিষ্ট সুক্মাকোণী ত্ৰিভুজ । যে কোন এ বিন্দু হতে শীর্ষ- 
ববন্ুগুলর দূরত্বের যোগফল [নিরূপণ করা হল ৷ ৮ এর অৱস্থান নিৰ্ণয় করতে হবে 
যাতে উক্ত যোগফলের মান ক্ষুদ্রতম হয়। 

প্রথমে 2 বন্দু ত্রিভুজের অন্তঃস্থ বিন্দু মনে করা হল। কে 4, 8০ 
ববন্দুগুঁলর সাহত যোগ করা হল । অন্তঃহু ত্ৰিভুজ 4PB কে 8B বিন্দুকে কেন্দ্র 
করে 60° কোণ ঘোরাবার পর €'2'B অবস্থান পাই। কাজেই 4BC', PBP' 
সমবাহু ত্ৰিভুজ হল ৷ কারণ £ 486 কোণের মান 60°, 4B=BC' অনুরূপ 
BP= BP'= 22 । 

সুতরাং A4P+BP+CP= CP + ?& + ৫ । ইহার ডান 'দকের 
যোগফল 00" পথ, অবশ্য 2, £ বন্দুদ্বয়ে বাক থাকতে পারে । এরূপ € হতে 

6 
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৫ এর এরুপ দূরত্ব ক্ষুদ্ৰতম হবে যাঁদ 0 হতে €' পথ একই সরলরেখায় অবস্থিত 
হয়। তবে সেক্ষেত্রে 


48৮07. 180০--4 8৮7 1205 5:-(3,89) 
ৰ A 
ৰ; 
৪ 
3.26 নং চিত্র 


€3.89) হতে অভীষ্ট 424.87 + CP এর ক্ষুদ্রতম মান পেতে হলে 4B, BC এবং 
C4 বাহুগুল ৮ বিন্দুতে 120" কোণ উৎপন্ন করে। P এর এই অবস্থানকে 
“ফেরম্যাট 1বন্দু’ বলা হয়। এ বিন্দুর অবস্থান পাওয়ার সহজতম পথ 4BC" 
{নভুজের পাঁরবৃন্ত অঙ্কন । 42, ৫৫০" এর উপর এ পাঁরবৃত্তের দ্বিতীয় ছেদাবন্দু। 
সুতরাং 4B, BC, C4 বাহুগুীলর উপর সমবাহু ত্রিভুজ অঙ্কন করে তাদের বিপরীত 
শীৰ্ষগুলির দূরত্ব ক্ষুদ্ৰতম 2 বন্দুর দুরত্বগুলির যোগফল । 

এই উপপাদ্যে মর্লের 'বপরীত প্রণালী’ প্রয়োগ করে প্রমাণিত হল যে, 44 
88, CC" সমাবন্দু এবং সমান এবং তাহারা পরস্পর 120° কোণে মিলিত হয় । 
3.27 নংচিত্র দ্ৰষ্টব্য ৷ আরও বিশদ আলোচনার জন্য কোক্সিটারের [28] গ্রন্থের 
উল্লেখ করা হল। 


পা) 
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আমরা ফেরম্যাট ীবন্দুর উপপাদ্যের সামান্যীকরণ করব: শৃ্রভুজের বাহুগুলির 
উপর সমবাহু ত্ৰিভুজ না একে সমাদ্বিবাহু ত্ৰিভুজগুলি আঁকা হল.13.28 নং চিত্র দ্রষ্টব্য ৷ 
ABC নার্দষ্ট ত্ৰিভুজ | এ}, BY বাহুগুলি এ. বাহুর. সহিত? কোণ উৎপন্ন 
করে। একইবূপে ০৫, 42 বাহুগাল 40 এর সাহত, 94, ০% বাহুর সাহত 
একই % কোণগুল উৎপন্ন করে ৷ যদি 480 ত্রিভুজ সমবাহু হয়, AX, BY, CZ 
480 ত্রিভুজের ফেরম্যাট বিন্দু £ এ মিলিত হয়। ৰ; 
আমরা প্রথমে নীচের লিখিত ক্ষেত্রফলাবাশফ্ট তিভুজগুলির জোড়া নজর 
কাঁর-- 
4 শীৰ্ষাবন্দু এবং ভূমিগুলি BY, C7, 
8 শীৰ্ষাবন্দু এবং ভূমিগুলি 022,440 _ 
C শীর্ষাবন্দু এবং ভুমিগুলি 4X, BY 


= ]4 ক্ষেলূফল _ YP. AB 
যেহেত = = = = 
হহ. 042 ক্ষেত্ৰফল 1 7৮ রেখা 48 এর উপর লম্ব এবং 


3.28 নং চিত্র 


420 রেখা ০4 এর উপর লম্ব ৷ সুতরাং 
874 ক্ষেত্রফল _ ৮.4 _ 74:48: 3.90) 
০42 ক্ষেতফল 20:04 ZA.CA he র 
যেহেতু YAP, 240 ত্রিভুজ দুইটি সদৃশ অর্থাৎ 


8৮4 ক্ষেত্রফল _ C4.4B 
০42 ক্ষেত্রফল 48-০4 ২ ৬ (3.91) 


যেহেতু 7740, 24 তিিভূজ দুইটি সদৃশ ৷ 


84  প্রাথামক জ্যমাতির অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্তাবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


(3.91) হতে 874 এর ক্ষেত্রফল ০42 এর ক্ষেত্রফলের সমান এবং অনুরূপভাবে 
029 এর ক্ষেত্রফল = 44 এর ক্ষেত্রফল ও AXC ক্ষেত্রফল = 8৫) ক্ষেত্রফল । 


অন্তঃপ্রমাণ £ 4 ৮, 2 একই সমতলে তিনটি 'নাদষ্ট বিন্দু । 3.28 নং 
দিনৰ দুষ্টব্য। যাঁদ 8774, 042 এবং 029, 485৮ ও AXC, BCY প্রত্যেক 
জোড়া সমক্ষেত্রফলাবাঁশষ হয়, তবে 4%, BY, CZ রেখাগুল সমাবন্দু । 


4400 ক্ষেত্বফল ». 4410. XC 


487 ক্ষেত্ৰফল 4785 ৪5০ 92 


RC, BS যথাক্রমে 0, B হতে AX এর উপর লম্ব এবং 7০, 4X ও BC এর 
ছেদাঁবন্দু এবং ৫1%, 802. সদৃশ ভ্রিভ্‌জদ্বয়। একইরূপে 


774 ক্ষেত্ৰফল _ 74 এবং CZB ক্ষে্ুফল _ Z'B 


BCY ক্ষেতফল CY ১ দরদ ক্ষেত্রফল = Zz" 7122) 


(3.92) এবং (3.93) হতে 


440. ক্ষেত্ৰফল , ৪74 ক্ষেফেল ,028 ক্ষেত্রফল... YA 219 
এট ক্ষেরফল ' 80৮ ক্ষেত্রফল ' 642 ক্ষেত্রফল” 87" CY" 17 


(3:94) 


=; 


(3.94) এর বামাঁদকে (3.90) এবং (3.91) প্রয়োগ করা হয়েছে । অতএব সেভার 
উপপাদ্যের বিপরীত প্রাতজ্ঞ৷ হতে পিন্ধান্তে আসা যায় যে AX'X, BY'Y, 022 
রেখাগুল সমাবন্দু । 

যাঁদ ? চলমান হয়, 4 %1%, BY'Y, 022 এর ছেদাবন্দুর সপ্টারপথ ফেরম্যাট 
বন্দু 7, ভরকেন্দ্র 0 এবং লম্বাবন্দু প্'গা্মী । যখন $= 60°, রেখাগুলির সমাবন্দু 
৮ ফেরম্যাট বিন্দুর সাহত মালত হয় ৷ 


৮ পে ক্ষেত্ফল _ X04 ক্ষেত্রফল _b sin (0+?) 
য় 
পুনরায় 7 ক্ষেত্রফল = 2.4 ক্ষেত্ৰফল "০317 (BFP) (62 


যেহেতু ৪%= ৫% ৷ (3.95) হতে পাই যাঁদ / ও ৫ একই ‘বিন্দু হয় তবে ইহার 
বামাদকের মান 1 ৷ }/ কে যাঁদ লম্বাবন্দুর সাঁহত মিলিত হতে হয় 


বা 0092 C cos B 

৮04 ক্ষেব্বলে >" [ sin 4 cos 478৯৯] 

VAB ক্ষেত্ৰফল ০ 01788 4 _ ০০৩৪ £ ০০৪ | 
810.6 


(3.96) 
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হতে হবে ৷ (3.95) এর মান যে 1 বা (3.96) হতে পারে তার সম্ভাবন৷ প্রাতাষ্ঠত 
হবে। ধরা যাক 
704 ক্ষেত্ৰফল 
748 ক্ষেত্রফল 
(3.95) হতে 
cos $ (cy sin B - bz sin ০)-910% (bz cos C— cy cos 89) ... (3.98) 


অনুরুপে যাঁদ 


4 ক্ষেরল _) ধরা হয় 


VBC ক্ষেত্রফল > 


= 
"= (3.97) 


cos $ (az sin €-৮% sin A) = 90 $ (cx cos A — az cos C) ...(3.99) 
(3.98), (3.99) হতে $ অপনয়ন করে 
ayzsin (B- C) + bzx sin (৫- A) + cxy sin (4 - B)=0 ... (3-100) 
7 এর অবস্থান 0 তে হলে >, = 1 অৰ্থাৎ, 

এ ৪]10.(8- 07} 510 (৫- 4) + ৫০ 510 (4-8)-0 .... (3.101) 

17710811746 

তি Re (31101) সত্য। পুনরায় 7, £ এর সাঁহত 
মিলিত হওয়ার প্রমাণ দীর্ঘ হওয়াতে {বিরত হওয়া গেল । 

বিশদ আলোচনার জন্য কুর্কুফ্‌ [29] এর প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল। 


যেহেতু 


5.5. ক্ষুদ্ৰতম মান নির্ণয়ের প্রশ্নে আমর! আবার ফিরে আসাছ ৷ এখন ফেরম্যাট্‌ 
{বন্দু নির্ণয়ের ত্রিকোণামতিক প্রমাণ দেওয়া হবে। 4980 নাঁদষ্ট ত্রিভুজের শীর্ষ- 
কোণগুলির মান 120 হতে কম। 4P+ 824 CP ক্ষুদ্ূুতম যখন ৮ বন্দু 
5 বিন্দুতে অবাদ্ছিত হয় এবং ত্রিভুজের বাহুগুলি $ বিন্দুতে প্রত্যেকেই 120 কোণ 
উৎপন্ন করে। 

যাঁদ 480 সমাদ্ববাহু ত্রিভূজ হয় (3.29 নং চত দ্ৰষ্টব্য ), এবং ভূমির মান 
29,811 = খা = 6, 

7/'(6) = এ412 + 8.2 + 0৮. 9 (০০৮৮ _ ০০৮ 6) + 20. ০০৪০০ ,** (3.102) 


/ (6) এর মান ক্ষুদ্ৰতম হতে হলে 


(6) = 9 ০০৪০০%৮ - 27 ০০১০০ ৮ cot ৮ = এ_ ৩০৪০০%৮ (1 - 2 ০০৪ ৪)-০ 
(3.103) 
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যদি Lah হয় ইহা:(3.103) এর সমাধান এবং £ BPC'= L C'PA= LAPB 
= 120°) অবশ্যই যাঁদ B4AC'<120° হয়। এমন যে কোন ন্রিভুজে যার 


চা 


3.29 নঃ চিত্র 


শীর্বকোণ 120” হতে বৃহত্তর নহে, ধর৷ যাক 4401 40 বাহুকে 0 বিন্দু 
পর্যন্ত বার্ধত এমনভাবে করা হল যাতে 4B= 4C' (3.30 নং "চনত দ্ৰষ্টব্য ) ৷ 
ধরা যাক ৮, $ ভিন্ন অন্যকোন বিন্দু । 4458-120” এবং বাঁদ 


3.30 নং চিত্র 


AP+BP+ CP<AS+ BS+ CS হয়, তবে 
AP+ BP+ C'P<AP+ 82 + ৫৮৭ ৫৫৮" 
<AS+BS+CS+ CC’ ০১ (31104) 
(3'104) এর ডানাঁদক 45+ 85+ C'5 এর সমান হতে পারে না। সুত্রাং 
AP+ BP+ CP>AS+BS+ 051 
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এই ক্ষুদ্রতমতার প্রশ্ন উ্থাপত করেছিলেন পিয়েরে ফেৱম্যাট (1601-1665 খৃষ্টাব্দে) । 
বিশদ আলোচনার জন্য প্রাইস [30], ফোর্ডারের [31] প্রবন্ধের উল্লেখ 
করা হল । 


6. এর পরের যে প্রশ্নের আলোচনা, করব সেটিও অনেকের দৃষ্টি আকর্ষণ 
করোছল এবং এটিও ক্ষুদ্ৰতম মানের সঙ্গে যুক্ত। 470 একটি সৃন্ষমকোণী নির্দিষ্ট 
ত্ৰিভুজ ৷ ইহার মধ্যে ক্ষুদ্রতম পারসীমার-ত্রিভুজ অন্তলিখিত করতে হবে । 


3.31 নং চনৰ দ্রষ্টব্য। ৪৫ বাহুর উপর ৮ একটি বিন্দু । ধরা যাক POR 
নিৰ্ণেয় ল্ৰিভুজ। RS কে 40 এর উপর PR এর প্রাতফলন এবং 07, AB এর 
উপর 420 এর প্রতিফলন 'নলাম। 45, AT যুক্ত করা হল। অতএব 
+04+0184+ 11৮ পারসীম৷ = 07'+ £04 1$ ৷ ইহার মান ক্ষুদুতম যখন 
70,475 সকলেই সমরেখ অর্থাৎ রেখা, 7'5 এমন যে স্পষ্টতঃই / 7:45 
-2/.441 পুনরায় 75 ক্ষুদ্ৰতম হবে খন ইহা / 74.9. এর অন্ত দ্বিখগুকের 


3.31 নং চিত্ৰ 


উপর লম্ব হয় অর্থাৎ 2 লম্বপাদাবন্দু ত্রিভুজের একটি শীর্ষাবন্দু । কাজেই ক্ষুদ্ৰতম 
পাঁরসীমার অন্তাঁলাখত ত্রিভুজ নিৰ্দিষ্ট ৱ্ৰিভূজের লম্বপাদাবন্দুৰ্শীৰ্ষক ত্ৰিভুজ ৷ ত্ৰিভুজৰ্টি 
আঁকতে হলে নিৰ্দিষ্ট ত্রিভুজের শীর্ষাবন্দু 4 হতে বিপরীত বাহুর উপর লম্ব 42 
টানতে হবে ৷; 4B, 4C এর উভয়াদকে 4 কোণ আঁকতে  হবে। 
40-401-471-00" যোগ করতে হবে (3.32 নং. চিন দ্রষ্টব))1..00এর 
সাঁহত 47, 4C এর ছেদবিন্দু বথাক্রমে 7, 7 7 নির্ণেয় ভুজ. । 
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6'1 ক্ষুদ্তমের দুইটি প্রশ্ন আলোচন। করা হয়েছে। কিন্তু জ্যামিতির সাহায্যে 
এরুপ ক্ষুদ্রতম মান নিৰ্ণয় আরও আছে ৷ আরও দুইটি-বৃহত্তম মান জ্যামাতির সাহায্যে 
নির্ণয় করব। প্রথমটি নিম্নরূপ £ 


3.32 নং চিত্র 


4480 নিৰ্দষ্ট ত্ৰিভূজ এবং 4, 9, 0 ভিন্ন 4’ বিন্দু হতে B, ৫ এর মধ্য য়ে 
সরলরেখাদ্বয় টানা হল ৷ 714 এই রেখাগুলির 4 বিন্দুর লহ্বপাদাবন্দু দুইটি । 
4' এর অবস্থান নির্ণয়ের প্রণালী পেতে হবে যাতে /-1,14 রেখার দৈর্ঘ্য বৃহত্তম হয়। 
333 নং দিন দ্রষ্টব্য । 


3.33 নং চিত্র 


প্রথমে লক্ষ্যণীয় যে 44140 এক সমকোণ ৷ অতএব 96% বৃত্ত 4C ব্যাসের 
উপর আঁঞ্কত হয়ে  বন্দুর সণ্ডারপথ হয়েছে ৷ অনুরূপ 1, বিন্দুর সপ্টারপথ 4B 
ব্যাসের উপর আঞ্কত ৫ বৃত্ত ML রেখার দৈর্ঘ্য বৃহত্তম হতে হলে LM কে 
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৩৪ বৃত্তের 74 বিন্দুতে স্পর্শকের উপর লম্ব হবে অর্থাৎ 7,1/ রেখা ৫7 বৃত্তের 
কেন্দ্ৰগামী ৷ একই কারণে 4 রেখা 4B এর মধ্যাবন্দুগামী কাজেই 
বৃহত্তম LM এর দেখ্য-১৫৫+৪+০)। 2 (3102) 
এ, &, ৫ নিৰ্দষ্ট ত্ৰিভুজ 4BC এর বাহুগুলির দৈৰ্ঘ্য। এতএব L এর বৃহত্তম 
“দৈৰ্ঘ্য নির্দিষ্ট 'ন্রভূজের অৰ্ধপারসীম৷ ৷ এ’ এর অবস্থান নিৰ্ণয় করবার জন্য 447,414 
-চতুর্ভজের সাহায্য নিয়ে পাই 
40441 এ ৮44! -- LMAC= LMLA- 4740 
= 44441544284 
৫ (৮ 4442 (- £LAB)= 4148 ... (3'106) 


(3106) হতে সিদ্ধান্ত হবে যে 4' বন্দু ত্রিভূজের / 4 কোণের অন্তাদ্বখওকের 
উপর অবাস্থিত। পুনরায় 

LA'CB=n-(LACB+ | MCA) 
অতএব / 4'CB= 40145. ZL MCS = 44102 = (3'107) 
কারণ $' বিন্দু 40 এর মধ্যাবন্দু এবং / 4140 এক সমকোণের সমান। একই 
রূপে 44807 248 এবং একারণে 4! বিন্দু 44 কোণের অন্তদ্বিখণ্ডক 
এবং / B ও / 0. কোণদ্বয়ের বাঁহ'দ্বিখণ্ডকদ্বয়ের ছেদাবিন্দু ৷ 


€:2 আমরা এখন আর একটি উপরের প্রশ্নের সদৃশ প্রশ্নের আলোচনা করব । 
ABC একটি নিৰ্দষ্ট ত্ৰিভুজ এবং 2 বিন্দু 4, 5, ৫ 1ভন্ন একটি বন্দু । ধরা বাক 
*“, 8৪, 9.4 1বিন্দুৱ 4, 3, C বিন্দুগুলি হতে যথাক্লম দুরত্বগল এবং BC, C4, AB 
বাহুত্রয় যথাক্রমে 4৯, 4*,0* কোণগুলি £ বিন্দুতে উৎপন্ন করে। জ্যামিতি 
ব্যবহার করে নিৰ্ণয় করতে হবে যে £1বন্দুর কোন অবস্থানে 

70৮) =4 Sin এ* 4719 sin B*+y sin C* 
বৃহত্তম । 

4980 নিৰ্দিষ্ট ভ্রিভুজে £ উপরে উামিখিতবুপ স্থানে অবাদ্ছত (3'34নং চিত্র 
দ্রষ্টব্য)। 4? বন্দু PBC ন্ৰিভুজের পাঁরবৃত্তের সহিত 4P এর বাৰ্ধতাংশের 
ছেদাবন্দু । 1', 4 'বন্দুদ্ধয়কে এমনভাবে নিতে হবে যে £ BL4 কোণ এক সমকোণ 
এবং BL রেখা এ’ বিন্দুগামী। একইবুপে £4MC কোণ এক সমকোণ এবং 
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CM রেখা এ” বিন্দুগামী। অঙ্কন: পদ্ধীত হতে 4' BPC: এবং :4/7,474 
চতুৰ্ভজদ্বয় বৃত্তস্থ ৷ একারণে আমরা নীচের লিখিত কোণগুলি সমান গাই ঃ 


LPCB= 42418. 44747, } 0108 


অনুরূপ 4 ১8৫= /. 24'৫= / 41. 
অতএব PBC, AL ব্রিভজদ্যয় সদৃশ ৷ পুনরায় 
48641748৮41 ৫ এ 0847 লগা 7 
LBA'C=T-— A" ... (3-109). 


কাজেই LMCA=(m-C)-(7-C)=C-0। 415110) 
ধর| যাক £14 এর দৈঘ্য 1। ALM ভুলের অপর বাহু দুইটির দৈৰ্ঘ্য নিণাঁত হয় যে 
4148 sin (C*_ C), AL=c sin (B* - B) ১.১ (3°11) 


ALM; PBC দুইটি সদৃশ ভুজ হতে ও (3'111) পাই 
চননল্লত ৷ 1 (3112) 
যেরূপ %এর পক্ষে (3'112) সম্বন্ধ পাওয়| গিয়েছে, অনুরূপ <, এর জন্য সম্বন্ধ 
পাওয়। যাবে। সেগুলি সাজিয়ে লিখে পাই 
<= গগন (41408790818), y= এ থ (C*- 0) 
‘= (31113), 
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বৃততস্থ চতুভূর্জ 47,417 হতে টলোমির উপপাদ্যের সাহায্যে 
441, 14 = 4134. এ11,4 4341, AL ‘এ06:114) 
কিন্তু 4180 ল্ৰিভুজে সাইন সূত্ৰ প্রয়োগ করলে পাই 


ত এ 
545.588 এবং একইবুপে | 


ৰং 
405 asin B 
Sin A* 


পুনরায়, যেহেতু 44', 4157 ত্রিভুজের পাঁরবৃত্তের ব্যাস, 


LM 1 পু ৷ } 
টি 5:31, 4411 অতএব (3114), (3-115) হতে পাই 


১, 31115) 


[৫ ৰং নি ৫ Sin Ct 
ag 44',1= থম (তে C)fe cos (Bt + Ba 80.7 ] 


+ ৫ sin (B*- 8) (? cos (C*- C) + sin 


উপরের রাশটি সরল করে এবং সাজিয়ে নিয়ে লেখা যায় যে 
[9 =bc sin A* sin (A* - A) + ca sin B* sin (ট*- B)+ab sin (পে 


sin (C*-C) ** (3116) 
(3'113) হতে 90 (4*- Ai ইত্যাদি লিখে (3'116) হতে 
[= < sin A*+B sin B*+ysin C* ‘২: (3']17) 
কাজেই পূর্বের প্রশ্নের 74 এবং এই প্রশ্নের (2) সমার্থক অর্থাৎ 
বৃহত্তম q(P) = 3(+ ০+ ০)= বৃহত্তম } ৷ 103118) 


বস্তুতঃ 2 বন্দু 40 ত্ভূজের অন্তঃকেন্দ্র। আমরা স্পষ্টতঃ দেখি যে BP রেখা 
£4BC কোণের অন্তাদ্বিখও্ক, 0৮ রেখা £ BC4 কোণের অন্তদ্বিখওক ॥ LM 
রেখা অবশ্যই 4B এবং 4C বাহুর সমাদ্বিখণ্ডক ৷ কাজেই 9(P) এর বৃহত্তম মানের। 


পারাচ্থিতিতে 
/ 4৮. 44421454840. 4. 74407474449 


= LAT(LAML+LALM)= 44 ৮744) 


অর্থাৎ, ০4০ + এ, ৫৮১৮ হি+6 ০০০746৮3119) 
(3:19) হতে 


sin (A4*-— A)=cos FE sin (B* — B) = ০০58, sin (C*- C)= ০০৪৪ ! 
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কাজেই ৫(৮) এর বৃহত্তম মানের পাঁরাহ্থাততে উপরের রাশিগুলি হতে পাই 


= 20005 412 ০ cos 8৪|2 ,._ 2৫ cos 012 


a+b+c a+b+c a+b+c 5129 


ক্ষুদ্ৰতম ও বৃহত্তম মানের নানা প্রশ্নের বিশদ আলোচনার জন্য কোক্সিটার [32] 
লাওডেন [33] উল্লেখ কর! হল । বাঁভন্ন ধরণের প্রশ্নের মধ্যে কোন কোন উপাদান 
দেওয়। আছেও ব্রিভুজটি আঞ্কত করতে হবে এবং তার ক্ষুত্রতম পাঁরসীমা 1নণয় করতে 
হবে যাঁদ কোন উপাদান চল হয়। কাজেই 1বাভন্ন ধরণের উপাদানে ত্ৰিভূজ অজ্কনও 
প্রশ্ন হিসাবে আসবে । নীচে একটি উদাহরণ দেওয়া হল । 


6.3 একটি ত্রিভুজের বাহুগুলির দুটির যোগফল 4P=a+0, 40=a+b 
এবং কোণ / PA0= 4 দেওয়া-আছে। ত্ৰিভূজটি অঙ্কন করতে হবে । 3:35 নং 
চিন্ত দ্ৰষ্টব্য । ন্রভূজটি আঁকা যেতে পারে যাঁদ আমরা 8 1বন্দুকে 4 ও ৮ এর মধ্যে 
এমনভাবে পেতে পার যে 29=.8৫=৫ এবং ৫1বন্দু 40 এর উপর এমনভাবে 
আছে যে 00= BC = ৫ হর তবে 480 নর্ণের ত্রিভুজ হবে ৷ 


3.35 নং চিত্র 


94 রেখার উপর 01,-4 কেটে নেওয়া হল ৷ 1, কে কেন্দ্র করে 47 কে 
ব্যাসার্ধ নিয়ে একটি বৃণ্তচাপ আঁকা হল। এই বৃত্তচাপ 4 বিন্দু দিয়ে 20 এর 
সমান্তরাল রেখাকে ও 8''বন্দুদ্বয়ে ছেদ করে। LH, 0H যোগ করা হল। 
943 রেখা AP কে ৪ বিন্দুতে ছেদ করে। HM রেখা AP এর সমান্তরাল টানা 
হল। এই রেখা 20 এর বাঁধতাংশকে 14 বিন্দুতে ছেদ করে। শেষে BC কে 
HL এর সমান্তরাল করে আঁকলে € বিন্দুতে ছেদ করে। 4780 1নিৰ্ণেয় ত্ৰিভুজ । 
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অঞ্কনপ্রণালী হতে 1447. HL=L0। একই কারণে 17£87.0, ৮80০ 
সদ্বশরূপী চতুৰ্ভুজ ৷ 0 কে সদৃশতার কেন্দ্র মনে কর! যেতে পারে । কাজেই 
৮8-৮0-0074 + (3:2 
ত্রিভুজের দ্বিতীয় সমাধানও সম্ভব । আমরা 013" যোগ করে, 74, B,C বিন্দুর' 
অনুরূপ 14” 21, 0 পেতে পার। ৮8019 চতুৰ্ভুজ 4'H'L0 চতুর্ভাজের 
সদৃশরুপী। ৪" বিন্দু 4৮ এর বার্ধতাংশে এবং €* বিন্দু 40 এর বার্ধতাংশে 
অবাদ্ছত। যদি / ৮40 =60০ হয় 07, 0H’ এর একটি রেখা 47 এর 
সমান্তরাল অর্থাৎ এক্ষেত্রে একটি মাত্র সমাধান সম্ভব । 
পুনরায় আমরা ?, এর পাঁরবর্তে 40 এর বার্ধতাংশে 7 নিতে পারি । যাতে, 
9/- 44 4 কেন্দ্ৰ করে দ্বিতীয় একটি 42 ব্যাসার্ধের বৃত্তচাপ অঙ্কন করব। 
এই দ্বিতীয় বৃত্তচাপ 4 বিন্দুর মধ্য দিয়ে 20 -এর সমান্তরাল রেখাকে দুইটি বিন্দুতে 
ছেদ করে। হছেদাবন্দু দুইটি বাস্তব, একাবন্দুতে মিলিত ব৷ অবাস্তব হবে যথাক্রমে যাদি 


AL sin 402২4 । (3122) 
> 


যদি £ 240 = 120০ হয় 08, 018" একটি রেখা 4P এর সমান্তরাল হবে এবং 
সেক্ষেত্রে একটি মান্র সমাধান সম্ভব । অবশেষে, সবগুলি সমাধান একন্র করে লিখতে 
পার যে দুইটি, তিনটি ব৷ চারটি সমাধান সম্ভব যাঁদ যথ্যক্লমে 


44.91] AQP - 42২01 (32429) 
> 


£LPAQ=60° রা 120° হলে সমাধানের সংখ্যা একটি করে কমে যাবে। 
£PAQ কোণ 60° হতে ক্ষুদ্ুতর হলে দুইটি মাত্র সমাধান আছে এবং 120" হতে. 


বৃহত্তর হলে চারটি সমাধান সম্ভব । 


বিকণ্প প্রণালী হিসাবে P40 ভ্রিভুজের PU=QV =k PA, 04 হতে, 
যথাক্রমে কেটে নিলাম ৷. U {বিন্দুর মধ্য দিয়ে £0 এর সমান্তরাল রেখ! / কে 


কেন্দ্র করে & ব্যাসার্ধ নিয়ে বৃত্তকে % বিন্দুতে ছেদ করে। 04 বার্ধত করলে 4P কে 
'নর্ণের শীর্ষাবন্দু ৪ তে ছেদ করে। BC রেখা এ" রেখার সমান্তরাল টানতে হবে 
অর্থাৎ 48BC ভ্রভূজ পাওয়া যাবে । ববন্তারত আলোচনার জন্য টেষ্টার [34] এবং 
লংঁব [35] এর প্রবন্ধগুলি উল্লেখ কর৷ হল । 

7. আমরা উপরের আলোচনায় ফেরমাটু বিন্দু এনোছ। সাধারণতঃ সকলেই 
ভরকেন্দ্র, অন্তঃকেন্দ্ৰ, পারিকেন্দ্র এবং- লম্বাবন্দুর সঙ্গে পরিচিত ৷ ৷এই পরিচয় 
আরও গভীর হতে পারে যাদি তাদের নিয়েও আরও উপপাদ্য স্বাষ্ট করা যায় । 
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ধরা যাক 4486 ত্রিভুজের % একটি অন্তঃস্থ নিৰ্দষ্ট বন্দু | PA; PBI; 4205 
ৱেখাগুলি ৮ বিন্দু হতে ৪6, 04, 4B এর উপর বথান্রমে লম্ব (3:36 নং চিনন 


দ্রষ্টব্য ) । 


3.36 নং চিত্র 


'ধরাযাক 42, 84) €; যথাক্রমে BC, 4C, 48 এর মধ্যাবন্দু। 4, B, C; 
তভুজকে 6, দিয়ে আঁভাহত করলাম । 486 ভ্রিভূজকে সামঞ্জস্য রেখে 6 দিয়ে 
আঁভহিত করা হল। অনুরূপ 9 ত্রিভুজের বাহুগুলির মধ্যাবন্দু যথাক্রম 4, B, ৫ 
'(3'37 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য ) এবং PA, PB, PC রেখাগুল 8305, CAs, 
4-58-5 এর উপর লম্ব। অনুরূপ আমর। *৮:0-%)0-0%-) *::0-$9 
‘G,G, ,'-.G,,"-* ভিভূজের রাঁশমালা সৃষ্ট করতে পাঁর। অক্ষনপ্রণালী হতে পাই ষে 


০ = 9 


রি 
১৫১ 


A 


3.37 নং চিত্র 
+ বিন্দু 9 ন্রিভূজের পাঁরবেন্দ্র এবং P4=PB=PC। যেহেতু 4২, 7, 03 
বিন্দুগ্বীল যথারমে BC, C4, 4B এর মধ্যবিন্দু এবং 74,১৮২, PC, 
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রেখাগুল 80, 04) 48 এর উপর যথাক্লমে লম্ব অর্থাং ৮4), PBL PC, 
যথক্লেমে 73305, 01445, 4,3, এর উপর লম্ব। কাজেই ' বিন্দু ৫ ত্রিভুজের 
লম্বাবিন্দু। পুনরায় অঞ্কন প্রণালী অনুসারে 4 বিন্দু B_, 0.3: এর মধ্যাবন্দু এবং 
24 রেখা B_-,C-, এর উপর লম্ব। একই রূপে 0-34-5)44-8-5 যথাক্রমে 
B,C বিন্দুর সাহত সম্পার্ত। . ৪৯246.:;. বৃত্তস্থ: চতুৰ্ভুজ । কাজেই 
ZBA_,P= 4০৮০০ (3136 নং fচত দ্রষ্টব্য ) । একইরূপে 4 C4_,P 
= ৫৪.৮=% ৷ অতএব 4_,P রেখ. 43_,4_,C-_, কোণের অন্তাদ্বিখৰওক। 
অনুরুপ :8-; রেখ৷ < 0-18.14. কোণের অন্তাদ্বখণ্ডক এবং €_,P রেখ! 
£4-50-5-8-$ কোণের অন্তদ্বিখগুক। কাজেই P বিন্দু 03 ত্রিভুজের 
অন্তঃকেন্দ্র । সুতরাং"**০-_০০-30'0305.ন্রিভুজগুলর রাশিমালায় 2 অন্তঃকেন্দ্ৰ, 
পারিকেন্্র এবং ল্বাবন্দ্ু পর্যায়ক্রমে হয় অর্থাৎ P বন্দুর পর্যায়-*লম্বাবন্দু, অন্তঃকেন্দ্ৰ 
পারকেন্দ্ৰ, লম্বাবন্দু, অস্তঃকেন্দ্র---ইত্যাদি । ৷ 
7.1. নেপোলিয়নের নামের সঙ্গে কিছু উপপাদ্যের নাম জাঁড়ত আছে। 'ঁতান 
ইউরোপের সৃজনশীল যুগে জীবিত ছিলেন ' নিজেও এই সূজনের, মধ্যে তিনি 
অংশ নিয়োছলেন। তাঁর বিশেষ করে জ্যামাত বিষয়ে অনুসন্ধানে উৎসাহ ছিল। 
নীচে যে উপপাদ্যের আলোচনা করব তার সঙ্গে উপরের উপপাদ্য. এবং ফেরম্যাট্‌ 
বিন্দুৱ সঙ্গে সাদৃশ্য আছে । (3:38) নং চিত্র দ্রষ্টব্য ৷ 


৷ 6 A B 
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40 একটি নার্দষ্ট ত্ৰভূজের 4, 9, 6, বিন্দু্গুলি <, 9,.} জটিল সংখ্য দিয়ে 
নির্দেশ করা হল । 4570, 44840, 46.8 সমবাহু ত্ৰিভুজগুলি BC, C4, 4B 
বাহুগুলির উপর যথাক্রমে আঁঞ্কত হল । তবে 4,, B,, C, বন্দুগুলিকে নীচের, 
জটিল নংখ্যাগুলি দিয়ে যথাক্রমে আঁঞ্কত করা যায়, 

475, B- wd, y- 0°56, ৷ (3'124) 
= <+০%৪ + ০08, এ রাশ (-1) এর ঘনমূল অর্থাৎ ২/- 1 ৷ কাজেই 
০৩০ -] এবং ০= 1। গাণতাবদ গাউস্‌ জটিল রাশর ব্যাপক ব্যবহারের 
প্রচলন করেছিলেন। নেপোলিয়ন তাঁর সমসামীয়ক ছিলেন এবং গাঁণতের আবিষ্কার- 
গুলির সাহত পাঁরাচত ছিলেন। (3124) এর বরাশিগুলির প্রাপ্ত বিচার সমীচীন 
হবে ৷ উদাহরণতঃ 0 1বন্দুর নির্দেশক জটিল রাশি 


০৯-9০-5০84 


অর্থাৎ %-:০০( + Be? + %/2*) । *:*- (3'125) 
4, 8841, CC; এর প্রত্যেকের দৈধ্য 
191 যেহেতু [৩ | = | 9৪1 = 1 (81.26) 


অর্থাৎ 44. = BB, = ৫৫%, ৷ পুনৱায় 44. এর ১-অক্ষরেথার সাহত উৎপন্ন 
কোণের মান ঘাড়র কাঁটার ?বপরীত দিকে মাপলে পরে 


1 ঠ 
ন 1981ত] ৷ তে 03%272) 
অনুরূপভাবে 8.83, CC, রেখাদুইটির %-অক্ষের সহিত উৎপন্ন কোণগুলি যথাক্রমে 


] dw 7] 6৫৭ 
7 0857 ঢ় 108 1 *-- (3'128) 
(3-127), (3'128) হতে দেখা যায় যে 4:4২, BB,, CC, পরস্পরের মধ্যে একই 
কোণ উৎপন্ন করে । কাজেই 44,, BB,, CC; রেখাগুলি সমাবন্দু এবং এক্ষেত্রে 
বিন্দুটি 480 ত্রিভুজের ফেরম্যাট্‌ বিন্দু £। এই ধর্ম অবশ্য আগেই পাওয়া হয়েছে ৷ 
এখন আমর এই ধর্মের সম্প্রসারণ করতে পার ৷ 


3'39 নং চিত্র দুষ্টব্য। 80, 0545, 458, বেখাগুলির উপর সমবাহ্‌ 
ত্রিভুজ তিনটি অঙ্কন কর। হল। 
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পরের ধাপের ত্রিভুজগুলি B,0, 49, 0:48, 42:05 দ্বারা নির্দোশিত হল ৷ 
ABC ত্রিভুজকে 4১ দ্বারা, 45850 ভ্রিভুজকে ১; দ্বারা, 44836 কে /১5 


ৰণ 


3.39 নং চিত্ৰ 


দ্বারা নির্দৌশত করা হল। এরূপ নির্দেশক্রিয়। বর্ধিত. করা যেতে পারে। 
45,185, 05 শাৰ্ষাবন্দুগুলি জটিল রাশির সাহায্যে যথাক্রমে 
< + ১, + 8, y+ 9০% ০০ (3'129) 
দিয়ে নিণাঁত হয়। প্রমাণস্বরূপ সত্যপ্রাতপাদন 4০ বিন্দুর ক্ষেত্রে দেখালেই যথেষ্ট । 
(3'124) হতে 4; বিন্দুর অবস্থানের জটিল রাশ 
(০-৪)-1-6)+০509-০১)+ ০০40৮ -০১5)) 
= -980-594+%2)-০০50-1০০৪ + Bw) 


=< + (৭ +60% +}?৫*) 


চর 
অনুরূপ রাশি ৪ ত্রিভুজে সম্প্রসারত করলে, শীর্ষাবন্দুগীলর নিৰ্দেশক জটিল 
রাশিগুলি 

4-35, B—305, % = 3০১8 + (3130) 


7 
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সাধারণ ন্লিভূজ/% এর শীর্ষের জটিল রাঁশগুীল হবে 
১০ 4-126১:19 40১06) Y 4০১৮6 4 (3131) 
যেখানে &%= }{- 1+ (-2)"} ৷ কাজেই 4;,, B,C) 1বন্দুগুলি যথাকুমে 
FA, FB, FC রেখাগু'লর উপর অবাদ্থত অর্থাৎ /১% 'ন্রভুজের একটিই ফেরম্যাট্‌ 
‘বন্দু F যাহ। 4BC ্লিভজেরও ফেরম্যাট্‌ বন্দু । এই উপপাদ্য ছাড়া ছাড়৷ কিছু 
উপপাদ্যের সামান্যীকরণ ৷ প্রমাণটির আরও 1কছু 1বশদ আলোচনা দরকার । 
442) BiB, 0505 দৈর্ধ্যগল সমান এবং দৈর্ঘ্যটি | 29 | । পুনরায় 43449, 
73,785, 0.0 পরস্পরের সাহত একই কোণে মিলিত । অতএব 4549) 7579, 
0509 রেখাগুল 4,B,C, 'ভ্রভূজের ফেরম্যাট্‌ বিন্দুতে সমাবন্দু হয়েছে । 
আরও প্ৰমাণিত হল যে 4,4, দৈর্ঘ্য : 44, দৈর্ঘ্য ৮2: 1 ৷ ইহার সম্প্রসারণ 
এখন খুবই সহজ ॥ 
এখন নেপো'লয়নের নামের সঙ্গে জাঁড়ত আর একটি নতুন ধর্মের দিকে দৃষ্টি দেব। 
ABC ত্রিভুজের বাইরের দিকে সমবাহু ত্ৰিভুজ অঙ্কন না করে ভিতরের দিকে আঁকা 
হল। যাঁদ এরূপ ত্রিভুজগুলকে 44701, 804,” ৫49," দিয়ে নির্দেশ কারি, 
ত A 18.509 
4-0, B- ০১১", y = 00°, ... (3132) 
61». + 6০৪ + 0১) 
জটিল রাশি দিয়ে চাহ'ত হবে। 443,891, ৫০% প্রত্যেকের দৈর্ঘ্য | &' | 
এবং পরস্পরের সঙ্গে একই কোণে মিলিত হয়। 3'40 নং চিন্ত দ্রষ্টব্য । কাজেই 


N 


3.40 নং চিত্র 


44,885 CC,’ রেখাগুলি 4BC,', BCA, CAB,’ তিভুজগুলর 
পাঁরবৃত্তগুলির ছেদাবন্দুতে মিলিত হয় কারণ £4C,'B কোণ ABC,’ ত্রিভুজের 
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পাঁরবৃত্স্থ 120 কোণের [বিপরীত । অনুরূপ 80451, 0:47," ত্রিভ্জগুলর 
ক্ষেত্রেও পাই৷ . কাজেই 44,', BB’, CC, ' পরিবৃত্তগুলির ছেদাবন্দু 7 এ 
সমাবন্দু। এ 1বন্দুর সঙ্গে ফেরম্যাট্যাবন্দুর সাদৃশ্য এবং অর্থবহতা এখানে আলোচনা 
‘অপ্রাসঙ্গিক হবে না। 

যাঁদ ০6০০4 হয়, 244 PB- PC এর মান ম বিন্দুতে ক্ষুদ্ৰতম হবে 
এবং তখন ইহার মান-- | &' ] অন্য সকল ক্ষেত্রে 4 বা ৪ শীর্ষাবন্দুতে ক্ষুদ্রতম 
মান হবে। 341 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 


A 


3.41 নং চিত্র 


70৮) ৮4 + PB- PC > PA-BC যেহেতু PB+ BC > PC অথাং 

f(P)>- BC হ্‌ 03.133) 
কাজেই 7৫৮) নীচের মানে সীমাবদ্ধ । 1কম্তু ইহার উপরাদকের মান অসাম 
হতে পারে, কারণ 2 বন্দু যে কোন দূরত্বে অবাস্থত হতে পারে। ধরা যাক 
14» B, C, P বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক যথাক্রমে (৫3, ৫9), (b,, 82), ৫০২, ০2), 
€0:, pa)! + বিন্দুতে / ৫2) ক্ষুদ্রতম হতে হলে 


৪/)-0, ০702) _0 
op, 0 


f(P)= V(p,-a,)* 4025 =as)* + ২1025 -b,)* + (ps2 —b2)* 
= MDI C0) 4025 765)5 
(3.134) হতে পাই 


Pica, ,pi-by ১7862. 
য় ১ KREG? 


10297251719. ০_7*-৫হ-0 
PA PB PRG 


(3.134) 


(3.135) 
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(3.135) হতে পুনর্বিন্যাস, বর্গ এবং যোগ করে পাই 
ৰ্ড (Pp - ৫১)(? -&;)+(09 --৫9%9)(09 - bs) Jie 
718 ৮.৮ ! 


(3,136) 

(3.136) প্রমাণিত করে যে & বিন্দুর যে অবস্থানে PA + PB - PC ক্ষুদ্রতম, 
সেখানে 

cos LAPB= -$ এবং ন) । 


(3.137) 
cos /42৫=০০১ £820=3ু 


(3.137) প্রমাণিত করে যে PA+ PB- PC ক্ষুদ্ৰতম যখন হয় P বিন্দু 4, 

8 বা ৫1বন্দুতে অবাস্থিত, কস্ব। 48 বাহু বিন্দুতে 120" কোণ উৎপন্ন করে, 

BC এবং 04 উভয় বাহুই 60° কোণ উৎপন্ন করে। এরূপ শেষোক্ত অবস্থানে 

ফেরম্যাটু বন্দু £ বা নেপোলিয়ন বিন্দু ॥ মাত্র হতে পারে । এই অবস্থানে 
/0)-4+28-170--0051- 71511 

(3.40 নং চিত দ্রষ্টব্য ) ৷ এখানে: নেপোিয়নের সঙ্গে যোগ রেখে 7 িখোঁছ। 

সাধূরণতঃ  নবাবিন্দু নির্দেশ করে । নবাবন্দ্ু অন্যত্র আলোচিত হবে । 


25. আমরা এখানে নেপোলিয়ানের উপপাদ্যের আরও আঁধক সামান্যীকরণ 
করতে পারি। বাদ %, Y, 2 যথাক্রমে সদৃশ ত্িভুজগুলি DCB, CEA, BAF 
এর মধ্যে সদৃশরূপে অবস্থিত হয় এবং ত্রিভুজ তিনটি 48৫ (ত্রিভুজের যথাক্রমে 
BC, C4, 4B বাহুর উপর আঁত্কত থাকে, তবে XYZ ত্রিভুজ 19079 ইত্যাদি 
ন্রিভুজের সদৃশ । 3.42 নং চিত্র দুষ্টব্য । 


3.42 নং চিত্র 
আমরা 4, 8, ০ শীর্ষগুলকে জটিল রাশি এ, &, ৫ দিয়ে এবং 120, E, F-কে 
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এ, ৪, দিয়ে নিৰ্দেশ করলাম । আমরা 711, এ, 75 তিনটি বাস্তব রাশি পেতে 
পাৰি য। দিয়ে নীচের সন্বন্ধগুলি পেতে পারি £ 

7715 1715 7715 =], 

== 77740 4- 7050 + 780, 

)" = 71306 + Mee + 70986, 

27175 77156 17151 =z: 7 (3.138) 
যেহেতু MNP, 01 ভুজদ্বয় সদৃশ যখনমান্র 
m n pl=0, *১১:031135) 
GELS 
71110 
সেইহেতু XYZ, BCD ত্ৰিভুজদ্বয় সদৃশ যাঁদমাত্র 
2021717712০ ১1৮72 
600 ণ০ট 
1001, 5117 

= 0+04+0 সত্য হয়। 

এখানে ধর! হয়েছে যে DCB, 054 সদৃশ । 

7, 7.1, 7"2 অনুচ্ছেদগু'লতে যে আলোচনাগুলি হয়েছে সেগুলির বস্তারত 
ববরণের জন্য ইদাইক্কাদার [36], নেলসন্‌ [37], ওয়াকার [38], গারফুঙ্কেল্‌ ও 
স্টাল্‌ [39] এর প্রবন্ধগলির উল্লেখ কর! হল ৷ 

8. ভুজ, জ্যামাঁতর অনেক উপপাদ্যের খোরাক। নীচে {ত্রিভুজের যে ধর্ম 
আলোচনা করব সেটি একটু কঠিন হলেও কৌতুহল জাগাবে কারণ জানবার জন্য । 
3.43 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য ৷ 
470 'নার্দষ্ট ত্রিভুজ ৷ [', বৃত্ত 84, BC-কে স্পৰ্শ করে আঁকা হল। 41 বৃত্ত 
CB, C4 বাহু এবং 4 বৃত্তকে স্পর্শ করে, 15 বৃত্ত 40, 49 বাহুদ্ধয়কে এবং 
1", বৃত্তকে স্পর্শ করে। অনুরূপ 7'& বৃত্ত BA, BC বাহুদ্ধয়কে এবং £ও বৃত্তকে 
স্পর্শ করে ইত্যাদি । এখন প্রমাণিত হবে যে "8 =1'41 । ধরা যাক 45, 45 বৃত্ত 
দুইটির যথাক্রমে ব্যাসাৰ্ধ , 7 ৷ যেহেতু 4[%ঃ 1" উভয়কে স্পর্শ করে ও £B 
কোণের অন্তাদ্বিস্বও্ডক 1" বৃত্তের কেন্দ্ৰগামী রেখ! এবং 6 কোণের অনস্তা্বখণ্ক 


1", বৃত্তের কেন্দ্ৰগামী 


০৮ cot Es +2 এমা কান ০০৮%, 4 ১ (3.140) 
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যেখানে = BC বাহু, কারণ 47,১75 বৃত্ত দুইটির বেন্দ্রগুলির দূরত্বের ৪C-এর, 
উপর প্রক্ষেপ /(+7)*-(-1)*=2/r। খাঁর = 2+, অতএব 


BCL /($-০0($-৫) (s-b)(s-a)_s- 
tan tan তু Rf 5) ঠা $5-০) ১ 


, 03.141) 


2.43 নং চিত্ৰ 
যদ ?-5 910%% tan, r=sin2y (an 6 ধরি (যেহেতু ৫, 7 উভয়েই 
এ বাহু হতে ক্ষুদ্রতর ), 


Vgqr= 4৬৬2) sin % sin ys লব (3.142) 
সুতরাং (3.140) হতে পাই 


a=ssin*$+2 Vs(s—a) sin % sin 4 +s 5105 


a 


অর্থাৎ ৪ -9028+2৬/1-৫ sin 517 1/+5102% 

|. ৪৮1544৬1152) sin $} + 2৬25 
অর্থাৎ ড/5০১/-9৪4+3/1-2 sin y ..-. (3.143) 
9, $/ সৃক্ষ্মকোণ ধরে ধনাত্মক চিহ্নই বর্গমূলে গ্রহণযোগ্য ৷ ধরি 


Vz =sin < র .. (3.144) 
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(3.143) এবং (3.144) হতে 
sin % =Sin (< -- //) অৰ্থাৎ %-*০-%/ বা $= -(<-%)। 

যাঁদ %-:*+-%-« ধার 510 (% +০) 7 - 917} 4, ধণাত্মক সংখ্যা বা সম্ভব নয় 
কারণ $+ 4 <গ। কাজেই গ্রহণীয় 

== ৰ 5103.145) 
অনুরূপভাবে 18, 1", বৃত্তগুলি নিয়ে /+0=8, Ts, 45 বৃত্তগুলি 1নয়ে 
6+$3 =?, 15,175 বৃত্তগুলি নিয়ে 6, +; =<, 75৮45 বৃত্তগুলি নিয়ে 
, +6,=18, 175), ]"; বৃত্তগুলির জন্য 0, +%-%। উপরের সম্বন্ধগুলি 
সাজিয়ে লিখলে 

$+//-4,-%.-8- -8,8+%১-১-%$-%,--4/+85-9, 

“টি ..., (3146) 
(3.146) এর সম্বন্ধগুলি যোগ করে পাই 

9-$3=0 
অর্থাৎ 1',=[', ৷ (3.146) এর সন্বন্ধগুলি হতে এখন বুঝতে পার৷ যায় বে 
ছয়টি বৃত্ত অঞ্কনের পরে বৃত্তগুলির পুনরাবৃত্তি ঘটে কেন ৷ 


ইহ। লক্ষ্যণীয় বে ১00*%% = (৪ cot 2)/। অর্থাৎ এ ব্যাসার্ধকে পারসীমত 


করে। ইহার অর্থ [', বৃত্তের ব্যাসার্ধের উপর নিষেধ আরোপিত হল। 'বস্তারত 
আলোচনার জন্য ম্যাক্সওয়েলের [80] প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল । 


9. পূর্বেই উল্লেখ কর! হয়েছে যে ত্রিভুজের ন্যায় অন্য কোন চন্ন জ্যামাতর 
এত দৃষ্টি আকর্ষণ করে নাই। এখন আর একটি সর্বকালের প্ৰিয় ল্ৰিভুজের সাঁহত যুন্ত 
খেলার জ্যাঁমাতর দিকে নিৰ্দেশ করব। এই খেল৷ বা প্রশ্নকে ত্রিভুজের আঁতীরন্ত 
আগত কোণের খেল৷ ব৷ প্রশ্ন বলব। এই খেল৷ চতুর্ভুজের ক্ষেত্রেও সম্প্রসারিত 
কর৷ যেতে পারে। প্রশ্নের সমাধানের সঙ্গে ডায়োফ্যাণ্টাইন সমীকরণের যোগ 
থাকায় প্রশ্নের নানারুপ সম্ভাবন৷ আছে । কাজেই প্রশ্নের চিরন্তনী রূপ বিরাজ 
করছে। 

ABC একটি নার্দষ্ট সমাদ্ববাহু ত্রিভুজ । 48740 1 BD, CE রেখাদ্য় 
এমনভাবে টান৷ হল যে 7১, E বিন্দুগু'ল বিপরীত শাীৰ্ষগুলির বাহুগুলির উপর 
অবাস্থত। £D যোগ করা হল যাঁদ L DBC কোণ -&, £ ECB কোণ =০ 
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/ 5128 কোণ =0, 48:40 কোণ =a দিৰ্দেশ কার, তবে প্রশ্ন বে ৫, &, ৫, 6 


ডিগ্রীতে প্রকাশ করলে কোন কোন ক্ষেত্রে পূর্ণসংখ্যক ডিগ্ৰী মানের হবে । 


3.44 নং চিত্ৰ দ্ৰষ্টব্য । ধরা যাক { 4BD =>, /.1207)-01 


3.44 নং চিত্ৰ 
সুতরাং b+x=c+) এবং ৮+৮+০+)+4৫-গ 21:03-147) 
(3.147) হতে ৯%৯-)=€৫-৮, X+y=T-(a+b+c) 
অর্থাৎ = উপ - ৫-- 28), Y= হ্রগে-2-26)। ++ (3.148) 
10 sin 0 
10.9 ত্ৰিভূজ হতে DOF HEE LED) Si +... (3.149) 


EO _ EO , BO ,.69 


20-30 co‘ DO 


on) ৪; eos (4 


ন (3.150) 
০০৪ ৫-০ 10.0 ০০৪ (+ 
(3.149) ও (3.150) হতে পাই 
a Ld _a 
sind ER (৪2) Sin ৫ cos (? 3) ls 
SIN(b+ CAO LAT APL ১৮8 ৰ 


০০৪ (- ০] sin & cos (e 8] 


॥ 


অর্থাৎ sin (১+ ৫) cot 8 — cos (b+ ০) = 
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৩০৪( = ০) Sin bcos (+ + ০) 
cos + 2) Sin ৫০০৪ ৮৪ = ন) 

- (3152) 
€3-152) কে ভন্নরুপে সাজিয়ে লেখ যায় 


sin (৯ 4) sin ৫ (cos 2৮০০৩ a) 
sin & (০০9৪ a + cos 20) + cos (b+ ৫) sin ৫(০০৪ a + cos 2b) 


==" (38153) 


tan 8 = 


শবশেষ ত্রয়ী ৫=20", b= 60°, ৫ = 50° এবং ৪ = 30” যে একটি অঁতারিন্ত সমাধান 
তা (3'153) হতে সত্য প্রমাণিত করা যায়, যেহেতু (3-153) এর ডান দিকে 


sin 80° 1 198.30 
সিল =—= tan 1 
2. 3 cos 10° V8 


কিন্তু এরূপ 0 অনুসারী ত্রয়ী 03, ৮, ৫ এর অনুসন্ধান কোন শবাশষ গ্রণালীতে করা 
"দরকার ৷ 

উপপাদ্য ঃ 14টি নুয়ী (০, 4543, 2] এবং = যেখানে: ৫ এর মান 
৫585 025-১ 56° এবং ইহাদের আবৃত্ত পূরক মোট 28টির মধ্যে ৫= 36° 
হলে নিজেই নিজের আবৃত্ত পূরক হওয়াতে 27টি আঁতারন্ত এরুপ সমাধান পাওয়া 
যাবে ৷ 

প্রমাণ £ যখন ৮-45+৫ এবং ০--৫. তবে £2৪৮০-5-8 এবং 

গা a 
LBEC=T- (- গা সনু নু অর্থাৎ EC=BC! পুনরায় 
3128 = 44 

/ 312.8 == (দ+ 9705 -2) ন+৫। কাজেই 2৫= 8৫1 344 নং 
শর দ্রষ্টব্য । যেহেতু ECD নি DC= EC উভয়েই BC এর সমান হওয়াতে, 


০৪০০-২৮-9৭ 
অর্থাৎ, ০৪০০৮৯3৫। ০৪০০-৭-(৫+21-0 > ৪) ৰ রা 


নও 30 Tuk 
ৰ্‌ 1 [4 ০০51 4548 কে 
কাজেই 6= 4 EDB jy +]- +)" ৷ যেহেতু পূৰ্ণ- 
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সংখ্যা মিনি এ রাশিকে 4 এর কোন গুণিতক হতে হবে। & কোণের ৮৮৬ 
৪4 £ দ্বারা নিৰ্দিষ্ট হওয়ায় এক্ষেত্রে 


74 রর অৰ্থাৎ ৫ < 60* ৷ ... (3154) 


কাজেই ৫ (8 মান 4৭, 8',...,56° হতে পারে মাত্র 
যাদি (৫, &, ০ 6) এক্ষেত্রে ৷ a, 45০4 ৪, a, এ) হয়, আবৃত্ত চি হবে 


51 এ Le © তৱ 9 , 45° 

(6 45া+4, 450+2-4, 450+4-9) অৰ্থাৎ (০ 45°+4, 45°- 
457. 3 ৷ এই পারপূরকও সমাধান কারণ (3'151) সম্বন্ধ । ইহ। 
sin 9 cos ( b+5) sin c cos ৷ 6-5 
সদে+-৪- 7877 


cos (০-%) Sin 49801 
যাকে পুনার্বন্যাস করে লেখ৷ যায় 


দি cos (b +5) sin (b+ ৫-6) cos ( b 


-৪) J 
= ঠ;/74;(4:455)" 
Sin ৫ 


a ন a 
cos [০ -3) sin 8 cos (c +5) 
(3153) লক্ষ্য করলে পাওয়া যাবে যে ৫=90°-& হলে সেটি (০ 454), 


45° এর 45-34) ডায়োফ্যান্টাইন সমীকরণের সমাধান হবে। পরে অন্য 
জ্যামিতিক ধর্মের সাহায্যে ডায়োফ্যান্টাইন সমীকরণটির সমাধান আলোচন। করা হবে ৷ 
উপরের সমাধানগুল সারণীর আকারে নীচে লেখা হল £ 

এচ. 4,46,452; Yi 2 4১46, 44, 42 


এছ) 108) 47518, 4 2,055 8,479 45139 
49; 2 12; 48,12, 6 চ5 2 12, 48, 42,36 


49236, 54, 36,187 ৮5:36, 54, 36, 18 


155 2:56, 59, 56287542565 59, 31, 3 
+: (3156), 
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€3:156) সারণাঁটি 27টি সমাধান 'দিয়েছে। ৫=36 অনুসারী জোড়া 49, 25 
এক হওয়াতে 28টি হতে একটি সমাধান কম হয়েছে। কিন্তু উপরের প্রণালীতে 
20টি সমাধান সন্দেহের ফাঁকে চাপা পড়ে আছে। উদাহরণস্বরূপ নীচের সেটগুলি 
পরীক্ষা করে দেখা যেতে পারে: 

(12, 57, 33, 15). ৫2, 69, 21, 3) 

(20, 60, 50, 30), (72; 48, 42, 24) ৷ 47765157) 
এই সেটগুলির অধিকাংশই নীচের সূর্গীল হতে পাওয়া গিয়েছে £ 

cos 36০. & + sin 18° যেহেতু sin 18°=+(V5- 1) 

এবং ০০৪ 36" = $ (8 + 1) । অতএব ০০১ 36০-81% 18" = কু । 
(3'157) এর কোন একটি সেট, যেমন (72, 48, 42, 24) বেছে নিলাম ৷ আমরা 
প্রমাণ কার প্রথমে যে 
tan 24° = tan 6° tan 42° tan 78° 


বা 


tan 24° tan 48° =tan 6° tan 78° +... (3°158) 
যোগায়৷ এবং ভাগক্রিয়৷ প্রয়োগে 

sin 24° sin 48° ৪11} 6° sin 78° 

35517486220 (31590) 

6০০৪ 245 ০০৪ 84° cos 6° cos 78° € ) 


সম্বন্ধটি হতে পাই 
cos 24১ _ ০০৪ 72° অর্থাৎ 2 cos 24০ cos 48° =2. ০০৪* 72" ৷ 


== 


-০০৪ 72° cos 48° 


অতএব 
cos 108° +4 = 1 + ০০৪ 144° অর্থাৎ ঠ sin 18° = cos 36° । 


একটি দ্বিতীয় সেট (12, 57, 33, 15) পরের উদাহরণস্বরূপ নেওয়। হল । প্রমাণ 


করতে হবে যে... ৰ 
tan 15০ = (৪0 27° tan 33° tan 39” 


অৰ্থাৎ tan 15° tan 51°= tan 27° tan 3351 ইহার সমার্থক সম্বন্ধ 
sin 15° sin 51° ৰ sin 27০ sin 33 
cos 155.609 51০ = cos 27° cos 33° 
ইহার উপর যোগাকয়৷ এবং ভাগকিয়া প্রয়োগে পাই 
1 


cos 66° _ cos 60° ৰ 
Pott tbat ৫ 6৮5 = ৩ 
8368 689.6 অর্থাৎ ০০৪ 6° ০০5 6 3 ০০১ 36০। 
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অতএব 
$ cos 60°+ 3 ০০৪ 72" = ই ০০৪ 36০ অর্থাৎ ই + sin 18° = cos 36% । 
এখন পরের প্রশ্ন মনে জাগে যে কোন প্রণালীতে এক সেট সমাধান পাওয়ার পর 
অনুসারী আর একটি সেট 1করুপে পাওয়া যেতে পারে। (3.155) কে সাজরে 
পুনৰ্বন্যাস করলে পাই 


810 & sin ৫ sin ৫-৪)-০০১*( 5) sin (৫--০) =0 (3.160) 


X= - &, } =০, 2=b-0 লিখে (3.160) হতে 
Sin x sin y 510 z+ cos? 290 (x+y+2)=0 


অর্থাৎ Sin (-%+y+2)+5in (x-y+2)+sin (x+y+2)+ 
Ssin(x+y+2)+Sin(x+y+z-d)+sin(x+y+z+a)=0 
(3.161) 
অতএব যখন (৫, &, ৫, ০) কোন সমাধান সেট পাওয়া হয়েছে, তবে নীচের সূত্র 
অনুসারে অন্য সমাধানের সেট পাওয়৷ যাবে : 
শর্ত ৮ ৫ 


৪ 
107 6 ০1246 £1৫_8 
(1) ৮-৪০+০+ 454-৫+8 b বত 
1171 | & ৮ b-c 
। at+b=c+ ০, 0৫ 
90 +2-8 pb (8, 
(3) 0+180°=2b+c ৫ &+2+৫-90 90°-b+ 5 
(3.162) 
BEG 4548 ০ ৰ 
2 
(5) ৫+৮-৫+9 45*-০2+৫ } CEES ALLE 
212 22 


কিছু ব্যাখ্যা দেওয়া দরকার । (1) নম্বর শর্ত 3'= 2 - ৫.এর জমার্থক। ধরা 


যাক )'= -+% ৷ এক্ষেত্রে 6161) হত ৮-গ্+র এবং ৮-০-৪+£ 
271,226 4 
{+721 অনুৰূপে ০-&। }-কে (2-৭) তে পাঁরবার্তত করলে এবং 


"কে (2+ 8)-তে পারবার্তত করলে যেহেতু (3.161) রাশি অপারবর্তত থাকে, 
UES: +3 -ঠ নেওয়া যেতে পারে। 
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অনুরূপে (3.162) এর অন্যান্য সূত্রগুল পাওয়। যাবে । এখন আমরা কয়েক সেটে 
আঁতীরন্ত কোণের সমাধান লিখতে সমর্থ । 


৫ 6 লা ৰ a 8১৬ 0,776 
22125885785 82778427187 
চিনো 12 89, 21. ও TE: UE OG 42 6 
338 : 72 48 42 24 ১4৮58 ৮4:] 
” 67% )৮৪৷৬ 71884 টা তি 912 সর 
এরি -১12- 477 4247 হব Ys 1242 24 12 
KX: 812-69 66 48 120244712 
22572482476 কু: 42 80728 
57725142512 ১212 66 54 24 


৬টি 2৭1 12 
(3163) 
9'1. কিন্তু চতুৰ্ভুজে আঁতারন্ত পূর্ণসংখ্যক কোণের প্রশ্নের সমাধান সহজতর । 
প্রথমে একটি বৃত্ত নিয়ে তার পাঁরাঁধকে 'ডাগ্র কোণ নির্দেশক অংশে ভাগ করা 
হল। 3.45 নং চিত্র দ্রন্টব্য। উদাহরণরূপে 4BCD চতুভূ্জটি নেওয়া হল। 


0 


3.45 নং চিত্র 
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-BD, AC যোগ করা হল। 44790442084 48১0 'ডাঁগ্রমাপে 
পূর্ণসংখ্যক মানের । কাজেই / 4BC কোণ ডাগ্রতে পূৰ্ণমংখ্যাজ্ঞাপক অনুর্পে 
এ ৪9412, ./ BCD কোণ দুইটিও পূর্ণসখ্যায় পাওর৷ যায়। অতএব আঁতরিস্ত 
সমাধান কোণগুলি {িয়ালাখত জ্যামিতিক কারণ হতে পাওয়া সহজ 

(1) সমাদ্ববাহু ত্ৰিভুজেৰ ধর্ম ব্যবহার 

(2) বৃত্তদ্থ চর্ভজের ধর্ম ব্যবহার ৷ 
ত্রিভুজের সন্বন্ধে নান৷ উপপাদ্য ও ধর্মের আলোচনা এখানেই স্থগিত হল । শেষে 
প্রশ্নের মধ্যে আরও কিছু নতুন জ্ঞাতব্য ধর্ম থাকতে পারে ॥ 9,.9'1 অনুচ্ছেদের 
অংশের বিস্তারিত আলোচনার জন্য প্‌ [41], রিগ্‌বী [42] এর প্রবন্ধগুলির 
উল্লেখ কর৷ হল । 


প্রশ্নমাল। 


1. ষড়ডুজের ক্ষেত্রে সামান্টীকৃত গ্রাপোলোনিয়াসের উপপাদ্যের জ্যামিতিক 


এচন্র আঁক। জ্যামিতিক চিত্রে $* = 55 * BC? অন্তৰ্ভুক্ত করে BC-এর জ্যামিতিক 
রেখা দেখাও ৷ 

2. যাঁদ 4, 8, 0 তিনটি সমরেখ বিন্দু হয় এবং D অপর যে কোন বিন্দু, 
প্রথমে দেখাও যে D4* , BC+ DB? , CA+ DC? . AB= AB. BC. CA 
‘(ফুঁয়াটের উপপাদ্য) এবং পরে ইহ! হতে ত্রিভুজের ক্ষেত্রে এ্যাপোলো'নয়াসের 
উপপাদ্য প্রমাণ কর। 

3. 4D রেখা 4BD ত্ৰিভ(জের / 4 কোণের অন্তাদ্বিখগ্ডক ৷ 4BD ্রভূজের 
পারবৃত্ত এ'কে প্রমাণ কর যে 4B: 40= BD: DC (কোণের অন্তাদ্বখগক 
উপপাদ্য )। 

4480 একটি নিৰ্দয় 'ত্রভ্জ, H ইহার লক্বাবিন্দু, AK, BL, CM 
লম্বৱেখাগুলি, 41, BL', ০74! রেখাগুলি 470 তিভুজের পারবৃত্ত পর্যন্ত 4K, 
BL, CMM এর বাধিত রেখাগুল ৷ প্রমাণ করতে হবে যে, 

প্ৰচন্ড +=], 7কামছ2 
AK BL, CM 3 AK’ BL’ 0141 


AE BL CM AE BE om" 


> 
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--5.. ভ্রিকোণামাতর, সাহায্যে &%, ৫৭ এর ,পাঁরবর্তে ৫2 &5 হতে শুনু করে 
উলেমির উপপাদ্য প্রমাণ কর । 

- 6. প্রমাণ কর যে তিনটি রেখা PP', 00', RR: (3.20 নং চিন.) বিনা ৷ 
অন্য কথ ব্যবহার করলে, ABC ব্রিজের / 4, 4 8, /_ ৫ কোণের তৱিখণ্ডকগুলি 
পুনরায় ছেদ করে অপর একটি ত্ৰিভ্বজ 4৮:04 সৃষ্টি করে এবং P'0'R' ত্রিভুজ, 
সমবাহু ত্লিভ,জ POR হতে দৃষ্টি প্রসারিত করে পাওয়া যাবে। 

7.- 4, 8+? যথারুমে £ বিন্দুর 4, 2, ৫ শীর্ষগুলির দৃরস্ব । 4, 9, ৮ এর 
কোন কোন মানের জন্য 480 ভ্িভুজ (i) সমবাহ্‌ (11) সমাদ্বিবাহু (111) সমকোথী 
এবং সমাদ্ববাহু ?. প্রতোক ক্ষেত্রে জ্যামিতিক চন্র আক । 

8. ABC নিৰ্দষ্ট 'ন্রভুজের / ৪, 40 কোণদুটির অন্তাদ্বখওকদ্বয় বার্ধত 
করলে 4470 1ন্রভুজের পাঁরবৃত্তকে যথাক্রমে 0, R বিন্দুতে ছেদ করে। প্রমাণ কর 
“যে 28 = AC সম্বন্ধ B0 = CR এর সমার্থক ৷ কিন্তু BO = CR সম্বন্ধ 4. AC 
এর সমার্থক নহে । 

//9. যে কোন, সমদৈৰ্ঘ্যের : ed উপর বৃত্ত আঁক যাতে বৃত্তচাপে 
। 'আদবিখাওত কোণটি অবাস্থিত থাকে এবং ষ্টাইনার-লেমাস্‌ উপপাদ্যটি প্রমাণ কর ৷ 

10. : 3.22 নং চিত্রের প্রশ্নের তিকোণামাঁতিক সমাধান দিতে হবে । 

11. যখন 480 ভ্রভুজের / A> 120 বা কোন উত্তল চতুষ্কোণ 4BCD এর 
"ক্ষেত্রে ফেরম্যাট্‌ উপপাদ্য প্রমাণ কর। 

12. যাঁদ £, ৮ দুইটি বিন্দু 4590 ত্রিভুজের অস্তঃ্থিত হয়ে এমনভাবে অবস্থান 
করে যে £০72- 7 PBP'= £ 21845 / 4082' = | P'CP= ৫2০8, 
তবে প্রমাণ কর যে 477৮7. 7৮101 

13... প্রমাণ কর যাঁদ যে কোন সামস্তারকের চারটি বাহুর উপর বাঁহার্দিকে চারটি 
বৰ্গক্ষেত্ৰ আঁকা যায়, তবে ওঁ বর্গক্ষেত্রগুলর চারটি কেন্দ্র অপর একটি বর্ণক্ষেত্রের 
'শীর্ধাবন্দুগল হবে ৷ 

14, যখন 4980 নরিভুজের £ 4 কোণ স্থুলকোণ হয় তখন কিরুপে এ ত্রিভুজের 
মধ্যে ক্ষুদ্ৰতম পাঁরসীমার ত্ৰিভুজ আঙ্কত কর৷ যাবে? 

15. এ দৈধ্যের বাহাঁবাশস্ট একটি বর্ণক্ষেত্রের শাীৰ্ষাবন্দুগুলির উপর চারটি স্থানের 
অবস্থান । যাঁদ কাহারও হাতে (1 + /$) ৫ মাৱ দৈর্ঘ্যের রাস্ত। তৈরী করবার অর্থ 
থাকে, তবে নিৰ্ণয় কর কিনুপে এ স্থানগুলকে রান্ত। দিয়ে যোগ করবে । 
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16. যাঁদ ABC ত্রিভুজের এ বাহু, 6০ ক্ষেত্রফল এবং /.৪- ০ অন্তরফল: 
দেওয়। থাকে, ত্ৰিভূজটি আঞ্কত কর ৷’ 

17. ঠ& নেপোলয়নাবন্দু। প্রমাণ কর যে 4NBC,' চতুভূর্জ বৃত্তস্থ 
(3.40 নং চিন্ত) । 

18. 3.43 নং চিত্রে যখন 1[', = 1") = 1" ঘটবে তখন চিত্রের জ্যামিতিক 
বৈশিষ্ট্য বর্ণনা কর ৷ 

19. ন্রিভুজের আঁতারন্ত কোণের সমাধানের জন্য বিকল্প ত্রিকোণামিতির সূ 
লিখ ৷ 

20. ৪1 বিন্দুকে 8B শীর্ষের [বিপরীতে অবাস্থিত নিয়ে, L, }/; এর বৃহত্তম মান 
নিৰ্ণয় কর ৷ 1, + অঞ্কনের আভাষ 3.34 নং চিত্রে পাওয়া যাবে ৷ 

21. ত্রিভুজের ভূমিসংলগ্ন কোণ দুইটি <, এবং “১ ধরে নিয়ে প্রমাণ কর 
ষে এরুপ মনন <, ঠি এর অন্তাদ্বিখণ্ডকের সমতার মননের বিরোধী এবং এইরুপে 
ষ্টাইনার.লেমাস্‌ উপপাদ্য প্রমাণ কর। 

22. যাদি 4 Y, 2 বিন্দুগুলি যথাক্ৰমে DCB, CEA, BAF সদৃশ সমতলীয় 
ন্রিভূ্গীলতে সদৃশরূপে অবাস্থিত হয় এবং ত্ৰিভুজগুলি 486 ত্ৰিভূজের তিনটি বাহুর 
সাহত যুক্ত, ইউক্লিডের প্রণালী প্রয়োগকরে প্রমাণ কর যে XYZ ত্ৰিভুজ 48৫ 
িভুজের সদৃশ । 

23. ABC ত্রিভুজের ৫+,৫+০ এবং £4 কোণ দেওয়। থাকলে 480 
{ভুজ অঞ্কনের ?বকষ্প প্রণালীর জ্যামিতিক প্রমাণ দাও । 


The seventh proposition is so fallacious that Euclid would 
have done better not to attempt a proof. In the first place 
it uses an undefined term inthe enunciation, namely on the 
same side. The definition requires an axiom. 


— Bertrand Russel. 
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চক্র ক্লে 


সমরেখ রেখা, অয়েলার রেখা, অয়েলার রেখার সংশ্লিষ্ট আরও 
জ্যামিতি, সঞ্চার পথের গুরুত্বপুর্ণ ছেদবিন্দু ও ছেদবিন্দুর রাশিমাল!। 


ন্রভূজের সঙ্গে জড়িত সুপাঁরচিত আছে সমাবন্দুগুলির মধ্যে ভরকেন্দ্র মধ্যমাগুলির 
সংযোগস্থল, পারকেন্দ্র বাহুগুলির সমদ্বিখওকগুলির সমাবন্দু, অন্তঃকেন্দ্ৰ কোণগুলির 
অন্তদ্বিখণকগুলির সংযোগস্থল, বাহঃকেন্দ্রগল একটির অন্তাদ্বখগক ও অপর দুইটি 
কোণের বাহাঁদ্বখগুকগুলির সমীবন্দু, লম্বাবন্দু শীর্ষাবন্দুগ্বীল হতে আপাঁতত লম্বগুলির 
সংযোগস্থল । লঙ্বাবন্দু নামটির সঙ্গে জাঁড়ত আছে একটি গণ্প ৷ ইংলণ্ডের কোম্রিজ 
সহরে তিনটি ?নারাবাঁল রাস্তা একটি বিন্দুতে মিলিত হয়েছে । সেখানে অধ্যাপকের! 
সাধারণতঃ বেড়াতে বেড়াতে 1মিলতেন ৷ তারা হঠাৎ একাদন লক্ষ্য করলেন যে এ 
মিলনাবন্দু নটি স্থানের অন্তঃসংযোগকারী পথের উপর লক্বগু'লির সংযোগস্থল হতে 
পারে। তখন এ বিন্দুর নাম দেওয়া হল লম্বাবন্দ্ু। আমরা এখন আরও অন্যান্য 
রেখার সমবিন্দু, ছেদাবন্দুগুলির সণ্টারপথ ইত্যাদি আলোচনা করব। প্রথমেই 
অয়েলার রেখা নিশ্চিতই বিবেচ্য । অয়েলার (1707খৃঃ-1783খৃঃ) সুইজারল্যাণ্ডে 


জন্মোছলেন। কিন্তু জীবনের আধকাংশ সময় তিনি রাশিয়। দেশে কাটিয়োছলেন। 


গাঁণতের সমন্তাঁদকে অফুরন্ত আবষ্কারে দান করে গিয়েছেন । 

যাঁদ 470 একটি সমবাহু ত্ৰিভুজ ন! হয়, তবে ইহার পরিকেন্দ্র 0 এবং ভরকেন্দ্ 
€ ‘দিয়ে একটি রেখা টানা সম্ভব ৷ এই রেখার. উপর / বন্দুটি এমনভাবে নেওয়া 
হল যে 018 = 300 অৰ্থাৎ GH=20G (4.1 নং চিত্র দ্রষ্টব্য )। যেহেতু ৫ 


A 


[৯ 


KO 


4.1 নং চিত্র 
ভরকেন্র 04 ₹ 2410, 4H রেখা 4'0 এর সমান্তরাল । পুনরায় 410 রেখা 
BC বাহুর সমাদ্বৰগুক । কাজেই 4H রেখা BC বাহুর উপর লম্ব । অনুরূপ BH 
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রেখা 4C বাহুর উপর এবং CH রেখ! এ বাহুর উপর লম্ব / 00 কে অয়েলার 
রেখ! বল৷ হয় এবং ত্রিভুজের শীৰ্ষগুলি হতে বিপরীত বাহু গুলির উপর লশ্বগুলি 06 
রেখার একই বিন্দু দিয়ে যায়। তিনটি লম্বের সাধারণ বিন্দু 7 ত্রিভুজের লক্ববিন্দু । 

লম্বাবন্দুর ধর্ম হতে পাঁরস্ফুট হয়ে পড়ে যে যাদি কোন চতুষ্কোণের বিপরীত 
জোড়া পরস্পর লম্ব হয় তবে অপর বাহুগুলও পরস্পর লম্ব হবে (4.2 নং চিন্ত 
দ্রষ্টব্য )। 


4.2 নং চিত্র 


48.80 একটি পূর্ণ চতুষ্কোণ ৷ এরূপ চতুষ্কোণকে লম্বাবন্দু চতুষ্কোণ বলা হয় । 
পুনরায় লম্বাবন্দু চতুক্কোণের প্রত্যেকটি শীর্ষ অপর তিনটি শীর্ষ দিয়ে গঠিত ত্রিভুজের 
লক্বাবিন্দু। 1বস্তাৱিত আলোচনার জন্য কো'ক্সটার [1] এর গ্রন্থের উল্লেখ কর৷ হল । 
1.1. পরের প্রশ্ন সম্পূর্ণ চতুর্ভূজের সঙ্গে যুন্ত। প্রমাণ করব যে কোন সম্পূর্ণ 
চতুর্ভজের কৰ্ণগুলির মধ্যবিন্দুগুলি স্নমরেখ । 4.3 নং চিন দ্রষ্টব্য । 


65) 


80) ৪02 (6) 


4.3 নং চিত্র 


ধরা যাক 4900) নিৰ্দফ্ট সম্পূর্ণ চতুর্ভজ। 4, ৪...ইত্যাঁদ বিদ্দুগুলির 
স্থানাঙ্ক ধরা হল (5২, 24), (০৫৪, )2)...ইত্যাদি। চিত্ে স্থানাক্কের প্রতীক সংখ্যার 
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নির্দেশ দেওয়া আছে । 40, BD, EF কৰ্ণ তনটির মধ্যাবন্দুগুলি সমরেখ হওয়ার 
শত 

/১=| 2হ 125 এৰ] ১৮7১3 

০7২ +7/5 Ya t+. Ys +06 ৰ (4.1) 
2 2 2 

এর মান শুন্য হবে। 145, 126, 346 ছুকগুঁলর মান শূন্য কারণ (১৮ )2), 
(x4, 9১)» (%5, 5) বিন্দুগীল 408 রেখায় অবস্থিত, (%,, 95), (৪১02), 
(x6, 95) 487 রেখার অবাস্থিত এবং (Xx3,)5), (১৮5১ 95), (৪৯ Ye) DCF 
রেখার উপর অবাস্থত । কাজেই (4.1) হতে বাকী 

+(AABE+ 2১০৪৮ ১47) - ১1005) এর মান 4.3 নং চিত্র হতে 
স্পষ্টতঃই শূন্য পাই । 
1.2 বজ্ৰ অনুপাতের জ্যামিতিতে অপারবর্তনীয়ত। সুপরিচিত ৷ ইহা একই ববন্দু- 
গামী সরলরেখাগুলর সঙ্গে যুক্ত। চারটি সরলরেখা )-৭৪ (1, 2, 3, 4) 
নেওয়া হল। যে কোন রেখ ৫৮+ &) + ৫= 0 ইহাদের ভেদক ৷ চারটি ভেদাবন্দুর 
-স্থানাক্ক %;(} = 1, 2, 3, 4) | তবে 


19.390} 

টুল ৰ্‌ (2) 
অতএব 

(%8-_- ৯9) (Xs atta) a (Mis As) (995) এ (4.3) 


(৩৫5 -263). (৯৭ 7565) (95795) (99-95) 
(4.3) এর ডানাদক এ, &, ৫ নিরপেক্ষ হওয়ায় যে কোন ভেদকই (4.3) এর বজ্ৰ- 


অনুপাত একই দিবে ৷ 
অনুরূপ উদাহরণ সরলরেখার পারবর্তে বক্ররেখাতেও দেওয়া যেতে পারে; 
যেমন ধার সমীকরণ 
axy+bx+cy+ ৫ = 0, 0৭382 ন (4.4) 
(4.4) কে সাজয়ে 


3 4.5 
72 চক্র (4.5) 
(4.5) হতে 
(55 55) 75 9 . 05৯) (৮4 +'6) 


(Xi -%5) Gx) ০8) (V4 21) r 
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অর্থাং 


(2 — Xs) (825) _ (0৮৫ -75) (ys 795) A (4.6) 
(x, - xs) (xs-x,) 00 723s) (yY2-Y.) 


(4.6) এর বজজ অনুপাত লক্ষ্যণীয় ৷ 
1.2. আমরা সমরেখ বিন্দুসকলের সম্পদ বা ধৰ্ম নিয়ে আলোচনা, করাছি। 
চতুর্ভজের সঙ্গেও অয়েলার রেখার ন্যায় ধর্ম বা উপপাদ্য জাড়ত আছে ৷ 

48০2) একটি বৃত্তন্থ চতুৰ্ভুজ (4.4 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য) । ইহার কেন্দ্র 01 
কোন বাহুর মধ্যাবন্দু হতে "বিপরীত বাহুর উপর লম্বকে ‘মধ্যোম্নতি’বল৷ হল। প্রমাণ 
করতে হবে যে বৃত্তদ্থ চতুর্ভজের মধ্যোন্নীত কয়টি সমবিন্দু। এই বিন্দুকে 1 
আভহিত করলে এবং চতুর্ভজের চারকোণে সমান ভর রাখলে যে ভরকেন্দ্র 6 পাওয়। 
বার তা 0/4 এর উপর অবস্থিত এবং 01/কে 6 সমাদ্বিখাওত করে। এই রেখাকে 
সামান্যীকৃত অয়েলার রেখা বলা চলে । আরও আতীরন্ত ধর্ম প্রমাণ করতে হবে যে, 
কোন শীর্ষাবন্দূর অপেক্ষা বাকী তিনটি বৃত্তস্থ বিন্দুর ত্রিভুজের অপেক্ষাঁসমসন্‌ রেখ! 
চারটি 14 বন্দুগামী | 


4.4 নং চিত্র 


চতুর্ভজের যে কোন তিনটি শীর্ববিন্দু নিয়ে ত্রিভুজ একে চারটি ত্রিভুজের 
নববিন্দুবৃত্তগুলি সকলেই 74 বিন্দুতে ছেদ করে। চতুর্ভজের 4 শীর্বাবন্দুর সঙ্গে 
০ ভ্রিভজের লঙ্বাবিন্দু যোগকারী রেখা 4 বিন্দুতে সমদ্বিখাওত হয় এবং অবশ্যই 
এ বিন্দুগামী। অনুরূপ 8, 0, 2) শীর্ষ হতেও পাই । 

এই সমস্ত ধর্ম প্রাথমিক জ্যামাত সাহায্যে বেশ সহজেই প্রমাণ করা যায় । 74 কে 
চতুর্ভজের একটি বিশেষ বিন্দু বলে মনে হবে। আমরা স্থানা*্ক জ্যামিতি ব্যবহার 
করা শ্রেয় মনে করে উপরোন্ত সরল ধর্মগুলির জন্য প্রমাণে অগ্রসর হব। 

48০ চতুর্জের পরিবৃত্তের কেন্দ্র 0 কে মেরু হ্থানাঞ্ের মূলাবন্দু ধরে নেওয়া 
হল। এ, 8, ০, 7) বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক ধরা যাক যথাক্রমে (4 ০০99২, Rsin 


সমরেখ রেখা, অয়েলার রেখা, সঞ্চার পথের ছেদাবন্দু ও ছেদাবন্দুর রাশমালা 119 


61), (4 cos ০9, Rsin 02), (R cos 65, Rsin 99), (Rcos 04, R sin 
94) | {+ বৃত্তদ্থ চতুর্ভাজের পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ । কাজেই 0D, D4 এর মধ্য- 
বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক নয্নরূপ £ 


El RICO 0095 94) 12017 98 + Sin 0,) 


মী) 
E (4০০, 94 70093 91) 6 94 +sin 2 08, 
ঢ় 2 ৰ 2 
4B, BC রেখাগুঁলির সমীকরণ ঃ 
AB X€-Rceos, _ J-Rsin0, 
cos 95. _ 095 09. (sin@,-—sin 8৪)? 
BC: 2৮71২ ০০ 65 _ y-Rsin 6, 51104) 


cos 65 - ০০৪০১ ৪10.02 = 910 0৪ 
1, 45 মধ্যাবন্দুগামী 447, BC এর উপর লঙ্বরেখাগুলির ষথাক্লম সমীকরণ £ 
EF: (cos 95 _ ০০৪ 93) +y(sin 05 _ 51) 9৪) = 
15০99, -- 02) + Co0s(0, - 62) - ০০৪(6০, - 63) _ 
0959২ = 03)}, 
রাত রর ০০049) 
E,F,: x(cos 0, —cos 6,)+ (sin 93 —sin 95) 
21০০5 (৪, - 9১) +০০৪ (8, -0,) - cos(@, - 0.) 
= ০০৪(৪, - 69)] 
A, B, €, D শীৰ্ষগুলিতে সম-ওজন থাকলে ভরকেন্দ্রের স্থানাঙ্ক 


6: হ COS 63 + COS 62% + COS; + ০০৪ 0, 


4 ত 
910 93. + 91171 62 49111 63 + 91116, 
R ন ] ০৮440) 


EF এবং ৪, 1", এর ছেদাঁবন্দুর স্থানাঙ্ক 
M: {৫ 99561 + COS 02 + ০০৪ 0s + ০০১ 6,_ 


[910 6, 47310 22545 99 47811 £4} E411) 


কাজেই 0914 যে অয়েলার রেখার ন্যায় তা প্রমাণিত হল । 
পুনরায় 48 রেখার সমীকরণ (4.8) হতে 
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3৮ (910. 9.- 510. 65) y(cos 95 ০০9 62) = 1২ sin (9. _ 09) ০. (412) 
C বিন্দু দিয়ে 4B এর লম্বরেখার সমীকরণ হবে 
(009 6, _ cos ৪) + 7051 01 _ 511] 05) 


=R [cos (0, 95) _ cos (০,--০৪)] 1; (4:13) 
(4:12) এবং (4:13) সরলীকৃত করলে দাড়ায় 
61195. 33195 4+0এ 2617 
HEE রা ০03) *১:04114) 
1763 74763 01769. in [৫৮769 = ৰু 
সদ", cos 2 R sin ( তু ) (4°15) 


(414), (4'15) হতে এদের ছেদাঁবন্দুর স্থানাঙ্ক 
X,=R (sin 0, -sin 02) + R (cos 6৪ = cos (0, +0, _95)), (416) 
33 = 1 (510 (91 + 63 -- 08) + 8111 9৪) _ R (০০৪ ০2 -- ০০৪ 61) 1 
(416) কে সাজিয়ে লিখলে 

X1=R(sin 97510. এ + ০০৪ 69 ~ Cos (0, +02 -- 6৪)), (417) 
Y1=R (cos 0, ০03 0০ + sin 65 -sin (8, +0, - 04)) । 

4'17, ৫ বিন্দু হতে 4B এর উপর লঙ্বপাদবিন্দুর স্থানাঙ্ক দিয়েছে ৷ একইরুপে 
৫1বিন্দু হতে BD এর উপর লম্বপাদাবন্দুৱ স্থানাঙ্ক পাই 
X2=R(sin 0, -sin 0, 4009 9৪ _ cos (6১ +০, - 8,)); 


4°18 
Y2=R (০০৪ 09 - ০০১ 94 + sin 0, —sin (05+0,-05)) চা? 
এবং বন্দু হতে D4 এর উপর লকম্বপাদবিন্দুর স্থানাঙ্ক 
Xs = R (sin 04 sin 6, + cos ০৪ - ০০৪ (0,+0, -09)), (419) 


Ys = R (cos 64 — cos 0, + cos 0৪ = cos (9,+0,-06,))'! 
(%,,)॥) এবং (৮2, এ) দিয়ে সরলরেখার সমীকরণ 
(x-x1)(cos 8, _2 cos 6, + ০০৪ 0, 910 (0, + 65-05) 
+910 (69 + 6, - 69)) 
-(y-),)(sin 6; - 2 sin 0, + sin 6, _ cos (6, 4:94 _95) 

+ (০০৪০3 74 _-99))-0 ... (420) 
(4'11) হতে 14 বিন্দুর স্থানাঙ্ক (4:20) তে বাঁসয়ে গাই 
( COS 8, + cos রি COS 0; + COS, 


_ 81] 02 +sin 69 
} + cos(6, 4- 03 4 63)). 
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(cos 94295 02 + ০০৪ 64 _ sin (61 +05 -_ 63) + sin (69 + 84 _08)) 


9117 92 + 8111 69 = 911) 99 4310) 0, 


-( টি -- ০৫০৪ 8, + ০০৪ Bs 


+sin (6, +0, - 693)). 


(sin6,-2sin0,+5in 60, -Ccos (0, + 99 -05)+ 
cos (6, +6, -9৪))-0 ... (421) 


অর্থাৎ বন্দু B4D ত্ৰভুজের € অপেক্ষা সমূসন্‌ রেখার উপর অবাদ্থিত। 
চারটি 1বন্দুর অপেক্ষা অপর তিনটি 1বন্দুর 'ন্রভুজগুলর .সিমৃসন্‌ রেখাগুলি 74 
বিন্দুতে ছেদ করে। 

অপর 'দিদ্ধান্তগৃল এখন বিশ্লেষণ করে দেখান যাবে। প্রথমে BCD ত্ৰিভুজ বেছে 
নেওয়া হল ৷ BC, CD, DB -বাহুগুলির_ যথাক্রম মধ্যাবন্দুগুলি D', 8’, C' এর 
গ্থানাঙ্কগুলি ঃ 


72 [4 (cos 65 + ০০৪ 9৯), ন (sin 6, + sin 6)}, 


71 


ANY 
ঃ £ (০০৯৪, + cos 6), (sin 95 + 910 ৪০), ন (422) 


710 Rs নি 
0 {2 (cos 6, +০০৪ 6৮১); ঢ় {sin 6, + 510 9.)} ৷ 


ঠা, বিন্দুর স্থানাঙ্ক আমর৷ নীচের ন্যায় কণ্পনা করলাম ? 


1. : (2০5 0, +ces 8; +০98-৫4), 
5 (sin 6, +sin 0১ + 919২) } ... (4:23) 


অতএব 845 দূরত্বের বর্গ 


2 
BN,*= ঢ় অৰ্থাৎ BN, = এবং কাজেই 


B'N,=CN,=DN,; । 
অতএব B'C'D' ত্ৰিভুজের N; পারকেন্দ্ৰ ইহাই BCD ত্রিভুজের নবাবন্দু 
বৃত্তের কেন্দ্ৰ । এই নববিন্দু বৃত্ত BC, CD, DB এর মধ্যাবন্দুগামী ও শীর্ষগুল হতে 
বিপরীত বাহুর উপর লম্বপাদীবন্দুগামী এবং শাঁৰ্ষাবন্দুগুলি হতে লম্ববিন্দুর দূরত্বের 
মধ্যাবন্দুগামী । 
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004 ন্রিভুজের নবাবন্দু ৫৪ এর স্থানাঙ্ক 
IN, : {} (cos 05 + ০০৪ 6, + ০০৪ 6৫1), 
R (Sino, + 10760, + 910.6 )} (4:24) 
2 8 94 1 তে 
সহজেই পাওয়৷ যায় 
ত R 
574+-4 অর্থাং 11574-8-1 একইরূপে 
NiM=NiM=NsM=N,M-5 ৷ 


কাজেই বাকী পিদ্ধান্ত যে চারটি ত্রিভুজের চারাট নবাবন্দু বৃত্ত 14 'বন্দুতে ছেদ 


করে প্রমাণিত হল । এ 
নবাবন্দুবৃত্তের প্রমাণ সংক্ষেপে দ্থানাঙ্ক জ্যামীত এবং তল্রিকোণামাঁতর সাহায্যে 


দেওয়া হয়েছে ৷ এখন নবাঁবন্দুবৃত্তের ধর্মের জ্যাঁমাতির সাহায্যে প্রমাণ দেওয়া হবে ৷ 


1,448 নিদিষ্ট ত্ৰিভুজ এবং H লম্বাবন্দু । 4.5 নং চিন দ্রষ্টব্য ৷ 


41, B, গে 4’, B', ©" যথাক্রমে BC, CA, AB, HA, HB, HC এর 
মধ্যবিন্দু এবং 2,8, F শাঁ্ষোন্নাতগুলির লম্ব পাদাবন্দু। স্পষ্টতঃই B'C' এবং 
"0" উভয়েই BC বাহুর সমান্তরাল এবং 710", 0" রেখাগুল 4H এর 
সমাস্তরাল। যেহেতু 4H রেখা BC এর উপর লম্ব, 4070" আয়তক্ষেত্রে 
পাঁরণত হল। অনুরূপে ০410%41-ও আয়তক্ষেত্র। অতএব 4141, 718”, 
০০ একই বৃত্তের তিনটি ব্যাস। যেহেতু বৃত্তের ব্যাসগুলি 7), £, £' বিনদুগীলতে 
সমকোণ উৎপন্ন করে, একই বৃত্ত এই সকল বিন্দু দিয়ে যার । কাজেই নবািন্দু- 
বৃত্তের কেন্দ্রের অবস্থান 4'4” বা 815” বা 016" এর মধ্যাবন্দুতে এবং এই বিন্দুর 
স্থানাঙ্কই নবাবিন্দুর স্থানাঙ্ক ৷ 
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1.5 ত্রিভুজের ক্ষেত্রেও অয়েলার রেখার আঁতারিস্ত ধর্ম নিৰ্ণয় করা যেতে পারে । 
কাজেই প্রাথামক ভ্রিকোণামাঁতর প্রয়োগের সাহায্যে এই ধর্মগুল দেখান যাবে। 
4.6 নং িন্র দ্রষ্টব্য । 4780 একটি নিদিষ্ট ভ্রিভুজ। 0 ইহার পাঁরকেন্দ্র এবং 


1 পারবৃত্তের ব্যাসার্ধ ৷ 


4.6 নং চিত্র 


স্পষ্টতঃ ৫9-02 =2 / এ, 9০ - 0; =2 /, 0, 2দ--(95 -- 01) 
নট... (4125) 


উপরের পিদ্ধান্তগুলি পরিকেন্দ্র 0, 40 ত্রিভুজের বাইরে পড়লেও সত্য । 4780 
ত্ৰিভুজের ভরকেন্দ্ের স্থানাঙ্ক 


6: {2 (cos 8, + cos ৪ + cos 69), 


IR (sin 6, + 1101 09 + sin ৪) 


অর্থাৎ 0: ছি ০9378, LR 2 sin ৪) । _., 4126) 
3 ॥=1. 3 i=1 
AB জ্যা এর সমীকরণ 
8,+0 61 6-6 
AB: 2 ৰি গ্ৰ 2 
চ:৫০৪ = 953 “নৰক +0) 910 5 Rsin নি 


৫ বিন্দুর 4৪ এর উপর উন্নীত 0৮ এর সমীকরণ : 
৮০০৪ 8565 - sin £৮৮65-4 sin (0:3) ৷ 
৪ বিন্দুর 04 এর উপর উন্নীত BE এর সমীকরণ ঃ 
¥ ০০১ 2 5510 ৮ sin (9 | a) 3 
(429) 
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(428) এবং (4:29) সমীকরণ দুইটির সমাধান করে 
১451) cos 64, >= sing; I (430) 
i=l =1 


(4.30) H বিন্দুর স্থানাঙ্ক দিয়েছে । 
কাজেই 0, 6, H সমরেখ এবং 0৫ =30H 1 BC, C4, 48 এর মধ্যাবিন্দু 
যথাক্রমে 4', B', 0 মধ্যবিন্দুর স্থানাঙ্কগুলি £ 
এ’: {3R(cos 02 + Cos 9৪8), ঠ(910 99 + Sin রা 
B': {3 R(cos 6১4-০09 93), 73051) 68 + sin 0,)}, ১০. (431) 
C': {3R(cos 0, +০০৪ 95), 3R(sin 06, 4910 99) | 
পুনরায় ধার থৈ’ বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
1:12 ০০৪৪৮ 3RS sin 95] । .. (4:32) 
t=1 t=1 
অতএব 
এ’ 2250০955 0, + 5102 05) = 415 অর্থাং 4'N' = IR 
= 7111» 01011 
কাজেই 11" বন্দু 47160" ত্ৰিভুজের পাঁরকেন্দ্র । এখন D বিন্দু যাঁদ 4 শীর্াবন্দু 
হতে BC এর উপর লম্বপাদাবন্দু হয়, 4D রেখার সমীকরণ 
0,40, 8-0, 
2 2 
(433) 


AD: ৮০93 +07 910 = R cos 


0, +0, 
2 


BC বাহুর সমীকরণ 
১ ;$, ০৪৭6০ 0,+0 ২195 +0 
BC: 29015 হু -y ০০5 535৮ (7-০) 
(4134) 


€4'33) এবং (4.34) সমীকরণদুইটি সমাধান করে পাই D বিন্দুর স্থানাঙ্ক 


ত 6০৪ 6০ + 19548 
4) ত: ৫58১ ৮০১৪ 88০ 
০০৪ নু ০০৪ ট +sin ( হি ন্‌ 9২) 


। 09765 
=3R{Z cos 0; —cos (0, +05 -,)} [ 


৪ 
অনুরূপ ৮৯2 sin 0; - sin (0,+0,-0,)} = (4:35) 


৮১ 


a 


সমরেখ রেখা, অয়েল!য় রেখা, সণ্ডার পথের ছেদাবিন্দু ও ছেদবিন্দুর রাশিমাল।৷ 125 


কাজেই 07112-21₹৭ অর্থাৎ 47)1/+-211 সুতরাং 4110 এর পাঁরকেন্দ্ 
1, 05, &' লম্বপাদাবন্দুগুলি দিয়েও যাবে । 4H এর মধাবন্দু < এর স্থানাঙ্ক 
(2 ০0959, RL sin 92] । দ্য (4:36) 
t=1 ৩ 


অতএব 
114০2» ১1 ৭(০০৪3% 0+sin* 9২)-4£5 অর্থাৎ 7০-82-7119. 1 


9, ) যথাক্লমে BH, CH এর মধ্যাবন্দু । সুতরাং একই বৃত্তে 4', B', 01, D, &, 
17, 4, B, } অবাস্থিত এবং ইহার ব্যাসার্ধ ডু এবং কেন্দ্র 7 যেখানে 
7115/2,০৩, 94, IR 2 sin 9) ৷ 
আমর৷ এই 1সদ্ধান্তে উপনীত হলাম যে 0, N* এবং H সমরেখ এবং 
ON'= OH! 
এখন আর 'একাঁট বিন্দু ¥ নীচের লেখা স্থানাঙ্ক দিয়ে নির্দেশ কার £ 
72178 005 (92 + 88 05)» 4৫510 (92 + 09 _0:))। 
(4:37) 
177 রেখার মধ্যাবন্দু (4.35) হতে পাই Dকে। কিন্তু % বিন্দু x* +y* = Rঃ 
বৃত্তের উপর অবস্থিত অর্থাৎ 4 BC ত্রিভুজের পাঁরকেন্দ্ৰ 4D কে পুনরায় 4 বিন্দুতে 
ছেদ করে এবং HD = DX ৷ 
এখন আবার 4430 ত্রিভুজের পরিকেন্দ্রের উপর 2 যে কোন চতুর্থ বন্দু । 
ইহার স্থানাঙ্ক ধরা যেতে পারে P(R ০০১ 84, 4510 0) ৷ PH এর মধ্যবিন্দু 
T'এর স্থানাঙ্ক 
T: {3R ঠ ০036৪, 88, sin 9] । 3০: (438) 


চন্দা 
4, 8, ৫৩ 7 এই চারটি বিন্দু বৃত্তস্থ চতুর্ভজ সৃষ্ট করে। কোন একাঁট বিন্দু 
বাকী তিনটি বিন্দুর সৃষ্ট ত্রিভুজের লম্বাবন্দুর সহিত যোগকারী রেখাগুলি সমাবন্দু 
এবং একে অপরের সমাদ্বখণ্ডক । 4», 1, 8 বিন্দুগুলির স্থানাঙ্ক লক্ষ্য করল 
সত্যতা বিষয়ে নিঃসন্দেহ হওয়া যাবে ৷ 
পুনরায় TN'* = 2R*(cos® 0, + 5105 9,)- 2165 অথাৎ TN’ = সু | 
কাজেই 7 বন্দু 48C '্ৰভুজের নবাবন্দুৱ উপর অবাস্থিত। একই কারণে 7' বিন্দু 
PBC, PCA, PAB নিভূজগুীলরও নবাবন্দুবৃত্তগুলির উপরও অবাস্থত। অতএব 
বৃত্তস্থ চতুর্ভ্জের সাহায্যে সৃষ্ট চারটি ত্ৰিভুজের নববিন্দুবৃত্তগুলি একই বিন্দুতে 
ছেদ করে। 1: 
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এখন যাঁদ PL, PM, PN রেখাগুল ৮ হতে BC, 04, 48 বাহুগুলির উপর 
লম্ব হয় তবে বিন্দুর স্থানাঙ্ক 
7 [ &, cos 6; _ ০০৪ (৮2 + 03 _ 0) }, 


& 1 
(এ 0, - sin (0, +6, 0.) ))। ,.. (4'39) 


অতএব LT' রেখার উন্নাতমান্ন৷ tan (9; +95+99 _-9£)। এই রাশির 
65১ 09, 63 এর প্রাতসাম্য আছে। কাজেই LT, 17, NT এই 1তনাটি রেখারই 
একই উন্নাতমান্ল৷ অর্থাৎ 7, 14, 21, T সমরেখ ৷ সুতরাং ীসঘৃসন্‌ রেখার ধৰ্ম 
প্রমাণ্ত হলা 2 বন্দু অপেক্ষা 480 ভ্রভূজের পিমৃসন্‌ রেখা LUN, 7 বিন্দু 
দদয়ে গিয়েছে অর্থাৎ ? বিন্দুর সাহত 480 নত্ৰিভুজের লম্বাবন্দু [7 এর যোগকারী 
রেখার মধ্যাবন্দু দিয়ে গিয়েছে এইরুপে চারাঁট সিমৃসন্‌ রেখা 7' বিন্দুতে সমাবন্দু । 
4.7 নং চিন্ন বন্দুগুলির অবদ্থান নিৰ্দেশ করেছে । 


1.6. আমাদের নবাবনুবৃত্তের অস্তিত্বের প্রমাণ একাধিকরূপে দেওয়া হয়েছে। 
অপ্প বয়সের কিশোরও আরও সহজ প্রমাণ যে দিতে পারে তা দেখাব ৷ 


490 ত্ৰিভুজের 7), £, F বিন্দু যথাক্রমে BC, C4, AB বাহুর মধ্যাবন্দু এবং 
£ বন্দু 4 অপেক্ষা BC এর উপর লঙ্বপাদবিন্দু। 7৮ লম্বাবন্দু এবং 4 বিন্দু 477 
এর মধ্যবিন্দু। EF, ED যোগ করা হল এবং EX কে বধিত করে 48 বাহুকে / 
বিন্দুতে ছেদ করে । যেহেতু AEE ত্ৰিভুজ (4.8 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য) 4.86 ত্রিভুজের 
সদৃশ এবং 4FE নরিভূজের প্রতোকাট বাহু 48০0 ত্রিভুজের বাহুগুলির অর্ধ, অতএব 
4 বিন্দু 4৮7 ত্িভুজের লক্বাবন্দু এবং / FJE= 90" ৷ ‘কিন্তু যেহেতু ED রেখ৷ 


রর 
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এ এর সমান্তরাল, £JED=90°। কাজেই /XED+ £ %27 = 180" 
এবং 5, 8, D, ৮ বৃত্তস্থ বন্দুসকল । এখন দেখ৷ যায় যে কত সহজে নবাবন্দু 
বৃত্তের অস্তিত্ব প্রমাণিত হল ৷ : 


DP 
45৪ নং চিত্র 
1.7. উপরে বাণত ভুজের ধৰ্মগুল ভেক্টর বীজগাঁণতের সাহায্যে আত সহজে 
পাওয়া সম্ভব ৷ 
480 নির্দিষ্ট ত্রিভুজ এবং 0 ইহার পাঁৱকেন্দ্ৰ (4.9 নং চত্র দ্রষ্টব্য) । 


4.9 নং চিত্র 


0 1বন্দুকে মূলবিন্দু ধরে 4 বিন্দুর অবস্থানকে a ভেন্টর দ্বার৷ নির্দোশত করা হল, 


& িন্দুকে ঠ দ্বারা ইত্যাঁদ । অপর বিন্দুগুলির প্রয়োজন যখন উপস্থিত হবে তখন 
সেরূপ ভেক্টর দ্বারা নির্দেশ করব। যহেতু 0 বিন্দু 480 ত্রিভুজের পারকেন্দ্ৰ, 
191-121-15। ., (440) 


> 


> > > 
থরা যাক = ৫+৮-+৫৷ অতএব 


> 


সি > ৯ -—> > 
AH=b+c এবং CB=b-০। সুতরাং 


(8+2)-৫-০-1&1-101৮-0। | (কাক), 
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(4.41) হতে 48 ভেক্টর 83 ভেঞ্টরের উপর লম্ব। প্রাতসাম্য দেখে পাই BH 
রেখা 40. এর উপর লম্ব এবং 0H রেখা 4B এর লম্ব কাজেই 440 ন্রিভুজের 
শীর্ষগুলির উন্নাতগুলি একই বন্দু ॥-এ মিলিত হয় এবং ইহাই লম্ব বিন্দু । 

2, 0, 1 কে ষথাক্লমে 4H, BH, CH এর মধ্যাবন্দু নেওয়া হল এবং 
4), E, F বিদ্দুসকল যথাক্লমে এ, B, 0 বিন্দু হতে বিপরীত বাহুগু!লির উপর লম্ব- 
পাদাবদ্দু । 4', 8', 0 যথাক্রমে BC, 04, 4B এর মধ্যাবন্দু । ধরা যাক 


৪-$(৫++2)। le 7164.42) 


বিন্দু 0H রেখার মধ্যাবন্দু হয়েছে। যেহেতু থৈ, 4'P রেখার মধ্যাবন্দু 
এবং 44 সমকোণ, ND রেখা 4'DP 'ন্রভ্‌জের পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ অর্থাৎ 


NA! = ND 
== => 
পুনরায় 2-24798-8 (4+8+2। aE NAD) 


৯ > + ৫ > > > > > > 
কাজেই NP=p-n=5 এবং 41-উ(৫+৮+০)-$৮+০)-$৫। 
(4.44) 
অতএব 4? ব্যাসার্ধ নিয়ে ম বদ্বুকে কেন্দ্ৰ করে বৃত্তের ব্যাসার্ধ 
> > > 
হ1212-81815-81 2151 
এই বৃত্ত 2, D, 4 এবং প্রাতসাম্য দেখে 0, 1, E, E, ৪1, ০ বন্দুগামী । ইহাই 
নবাবন্দুবৃন্ত। উপরন্তু 48০ ত্রিভুজের ভরকেন্দ্র ৫ ভেক্টর দিয়ে নির্দোৌশত হলে 
0: 33 (a + b + 0) [ 
কাজেই 0, G, ঠা, 8 সমরেখ এবং ইহাই অয়েলার রেখ৷ । 0G: GN: NH= 
2: 1531. উপরের ত্রিভুজের ধর্মযুলির সঙ্গে আরও উপপাদ্য জড়িত আছে। তাদের 
আলোচনা ধাঁরে ধাঁরে নীচে করব ৷ িমৃসন্‌ রেখা, নবাবন্দুবৃত্ত এবং অন্যান্য সম্পকাঁয় 
বৃত্ত বিষয়ে বিশদ আলোচনার জনা লেস্টার [2], কোক্সিটার [3], সিমৃসন্‌ [4], 
ওয়েষ্ট: [5], ওয়ালস্‌ [6] গুলশেখরন্‌ [7] এর প্রবন্ধের বা পুস্তকের উল্লেখ কর! হল। 
1.8 2 বিন্দু 480 ত্ৰিভুঞ্জের পারবৃত্তের উপর অবস্থিত যে কোন বন্দু । D 
অপেক্ষা 480. ভ্রভূজের [সমৃসন্‌ রেখা বা $' রেখা সম্বন্ধে নীচের দুইটি উপপাদ্য 
বিদ্যালয়ের জ্যামিতি পুস্তকে পাওয়৷ যাবে £ 
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1 নং উপপাদ্য £ যদি D¥ রেখা BC বাহুর উপর লম্ব হয়ে পুনরায় 4BC 
ত্রিভুজের পারবৃত্তকে 4 বিন্দুতে ছেদ করে, তবে বিন্দু অপেক্ষা -রেখা 
A রেখার সমান্তরাল । 

2 নং উপপাদ্য 8 যাদ 17 বিন্দু 8৫ ভ্রিভুজের লম্বাবন্দু হয়, তবে D অপেক্ষা? 
$-রেখ। HD রেখাকে সমাদ্বিখাওত করে । 

এই দুইটি উপপাদ্যের প্রমাণ উপরে আলোচনার মধ্যে একরুপে বা অন্যবূপে 
দেওয়৷ হয়েছে ৷ আমরা আরও কিছু সংশ্লিষ্ট উপপাদ্য যোগ করব । 


3 নং উপপাদ্য £ যাঁদ 470, DEF দুইটি বৃত্তস্থ ভুজ এরুপ হয় যে 4) বিন্দুর 
অপেক্ষা ABC তভুজের 5-রেখ। EF রেখার উপর লম্ব হলে, D, E, F এর অপেক্ষা 
40 ব্রিভূজের 5-রেখাগুলি এবং 4, 8, ৫ 1বিদ্দুগুলির অপেক্ষা DEF ত্রিভুজের 
5-রেখাগুলি [7 বিন্দুতে ছেদ করে এবং 17 বিন্দু 77' এর মধ্যাবন্দু । 8 বন্দু 
4BC তভুজের লম্ববিন্দু এবং ' বিন্দু DEF 'ন্রিভুজের লম্বাঁবন্দু । 
প্ৰমাণঃ উপরের প্রথম উপপাদ্য অনুসারে 480. ট্ৰিভজের £,F বন্দুগু1লি 
অপেক্ষা। 1সমৃসন্‌ রেখ৷ সকল এবং DEF তিভ;জের £, }'বিন্দুগু লি অপেক্ষা সিমৃসন্‌ 
ৱেখাগুলি যথাক্রমে BC, C4, 4B, FD, DE এর উপর লম্ব । ধরা যাক D', £', 
F', ৰ’, উ', ৫" যথাক্রমে HD, HE, HE, H'A, H'B, H'C এর মধ্যাবন্দু ৷ 

উপরের দ্বিতীয় উপপাদ্য অনুসারে 4420 ত্রিভুজের D বিন্দু অপেক্ষ। পিমৃসন্‌ 
রেখা D' বন্দুগামী এবং EF বাহুর উপর লম্ব (শর্ত অনুসারে )। কাজেই এই 
ধ্সমৃসন্‌ রেখা 218" অর্থাৎ D'V রেখার সমান্তরাল ৷ অনুরূপ ABC, DE, 5, 
সকল বন্দু "বিষয়েই খাটে ৷ অতএব প্রস্তাবিত উপপাদ্য প্রমাণিত হল। 


4 নং উপপাগ্ ? (EF রেখার লম্বমেরুবিন্দু ) 480 একাট নিৰ্দিষ্ট ব্রিজ 
এবং ইহার পাঁরবৃত্ত অঙ্কত হয়েছে ৷ .£% ভেদক পরিবৃত্তকে £, 4৭ বিন্দুতে ছেদ 
করে। এ, 8, 0এর EF রেখার উপর প্রক্ষেপ যথাক্রমে 4, 74, N বিন্দু । তবে 
L, M,N এর যথাক্রমে BC, ০4, 4B এর উপর লম্বগ্ীল সমাবিন্দু । এই 
শীবন্দুকে EF রেখার লক্বমেরুবন্দু আঁভাহত করা হয়। এই বন্দু আবার ABC 


দ্রভুজের £, £ অপেক্ষা সিমৃসন্‌ রেখাগুলির ছেদাবন্দু । 
প্রমাণ ৪ ধরা যাক 4L রেখা বৃত্তকে D বিন্দুতে ছেদ করে । ' অতএব উপরের প্রথম 


উপপাদ্য অনুসারে 480. ভ্লিভূজের 4) বিন্দু অপেক্ষা িমৃসন্‌ রেখা 4 এর 
সমান্তরাল অর্থাৎ BC বাহুর উপর লগ্ন । কাজেই উপরের 3 নং উপপাদ্য অনুসারে 


9 
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480. ন্রিভজের 4), £, F অপেক্ষা সমূসন্‌ রেখাগুলি এবং DEF ত্ৰিভমজের 
4, B, € অপেক্ষা পিমৃসন্‌ রেখাগুল / বিন্দুতে সমবিন্দু ॥ পুনরায় DEF 
[ত্রিভুজের 4 বিন্দু অপেক্ষা। সিমৃসনূ রেখা 77 এবং £ বিন্দুগামী ও /% রেখার 
সমান্তরাল হওয়ায় BC বাহুর উপর লম্ব। অনুরূপ WL, WM, 77 যথাক্রমে 
BC, ০4, 48 এর উপর লম্ব। অতএব প্রসারিত উপপাদ্য প্রমাঁণত হল। 

নং উপপাদ্য £ বৃত্তে অন্তাঁলীখত দুইটি ন্রিভূজ 48C, DEF যাঁদ এমন 
সম্বন্ধে আবদ্ধ হতে হয় যে একটির কোন শীর্ষ অপেক্ষা অপর. ভ্রিভূজের িমৃসনূ 
রেখাগুল সমাবন্দু এবং ত্ৰিভুজ দুইটি পারবৰ্তনীয় হতে হয়, তবে তার প্রয়োজনীয় ও 
যথেষ্ট শর্ত এই যে 490 ত্ৰিভুজের 1) বিন্দু অপেক্ষা পিমৃসন্‌ রেখাকে 77 এর 
উপর লম্ব হতে হবে ৷ 
প্রমাণ ঃ  শরাঁট যে যথেষ্ট তাহা উপরের 3 নং উপপাদ্য প্রমাণ করে । অতএব 
শর্তের প্রয়োজনীয়ত। প্রমাণ করতে হবে । 

ABC, DEF বৃত্তে অন্তলাখিত দুইটি ত্ৰিভুজ এবং 40 ন্রিভুজের D, E, F 
অপেক্ষা সমৃসন্‌ রেখাগুলি 77 বিন্দুতে সমাবন্দু । 

8০ বাহুর উপর লম্ব 24৮বৃন্তকে 2 বিন্দুতে ছেদ করে। ধরা যাক EF রেখ! 
4 উপর লম্ব টান৷ হল এবং ইহা বৃত্তকে £" বিন্দুতে ছেদ করে। অতএব উপরের 
3 নং উপপাদ্য অনুসারে 4, 8, ৫ ভ্রভুজের 2." অপেক্ষা সিমৃসন্‌ রেখাগুল 77 
বিন্দুতে সমাবন্দু । সুতরাং উপরের 4 নং উপপাদ্য অনুসারে 77 বিন্দু ED, EF, 
8" লম্বমেরুবিন্দু। যাঁদ 4 বিন্দুর এই [তিনটি রেখার উপর প্ৰক্ষেপ যথাক্রমে 
41, 42,49 হয়, তবে 7/45454 একই সরলরেখা এবং BC বাহুর উপর 
‘লদ্ব ৷ ইহ। সম্ভব তখনই যখন 49 = 45 অৰ্থাৎ FE'=FE। অতএব 480 
'তিভুজের D বিন্দু অপেক্ষ। সিমৃসন্‌ রেখ! EE বাহুর উপর লম্ব । 

5 নং উপপাত্ভের বিশ্লেষণাত্মক শর্ত £ 

৭, 8, ৮, 9, %, % যথাৱমে 0X, রেখার সাহত 04, 08, ০০, ০০, OE, 
OF এর নাহত উৎপন্ন কোণগুলি । 0 বৃত্তের কেন্দ্র । তবে 5নং উপপাদ্যের শত-- 

<+ ঠ+)%- (৪+%7+ }}) = 2 ১০১ (445 

এর সমার্থক । 


19. দসিমৃসন্‌ রেখার আরও কিছু ধর্ম আলোচনা কর৷ হবে ৷ 
একটি নিদিষ্ট বৃত্তের উপর অবস্থিত 2 একটি নিদিষ্ট 1বিষ্দু যাঁদ একাট 
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নিৰ্দিষ্ট রেখ। অঙ্কিত থাকে, ইহা কি সম্ভব যে বৃত্তস্থ একটি ত্ৰিভুজ পাওয়া যাবে 
যাতে এ নির্দিষ্ট রেখা P বিন্দু অপেক্ষা তিভ;জের সিমৃসন্‌ রেখায় পাঁরণত হয়? 
বৃত্তের উপর যে কোন একটি বিন্দু 4 নেওয়া হল। 424 রেখা ব্যাস নিয়ে বৃত্ত 
আঁক৷ হল । এই বৃত্ত নিৰ্দিষ্ট রেখাকে 74, বৈ বিন্দুতে ছেদ করে। যদি 44, 
4 নিৰ্দষ্ট বৃত্তকে পুনরায় যথাক্রমে, 8 বিন্দুতে ছেদ করে, তবে 4BC নাৰ্দফ্ট 
ত্ৰিভূজ হবে ৷ 4.10 নং চিত্ৰ দ্রষ্টব্য। স্পষ্টতঃই / PMA=90°, / 7747 


M 


4.10 নং চিত্র 


90°। অতএব PL রেখ। BC এর উপর লম্ব ৷ 


সমাধান পাওয়ার শর্ত এই যে 4 বিন্দু অন্ততঃ পেতে হবে যাতে P4 ব্যাসের বৃত্ত 
নিদিষ্ট রেখাকে ছেদ করতে পারে ৷ এরুপ বৃত্তের ঢাকনা 4 বিন্দুর বাভন্ন অবস্থানের 
জন্য দাঁড়ায় যে বক্ররেখ। তার নাম হৃদযন্ত্র রেখা । এ রেখার বর্শাফলাবিন্দু ? বিন্দুতে 
অবস্থিত। এবং শীর্ষাবন্দু 2 বিন্দুগামী নিদিষ্ট বৃত্তের ব্যাসের বিপরীত বন্দুতে। 
শর্তটি এখন দাঁড়াবে যে নিৰ্দিষ্ট রেখাকে এই হৃদযন্ত্ৰ রেখাকে ছেদ করতে হবে। 
4.11 নং চিত্ৰ দ্ৰষ্টব্য । অবশ্য বৃত্তের ঢাকন। রেখার আলোচনা এ পুস্তকে আর কর 
হবে না। 


4.11 নং চিত্র 


1.10 আমর৷ অয়েলার রেখা দিয়ে শুরু করোছলাম। অয়েলার রেখার "কিছুটা 
বিস্তৃতি ববেচনা করব। একাট বৃত্তস্থ বহুভুজ অয়েলার রেখার পটভূমিতে চিন্তা 
করি। যাঁদ একটি বৃত্তের উপর 4২, 29, --', ?% অবস্থিত থাকে এবংযাঁদ তার কেন্দ্ৰ 
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0 হয়, তবে ইহাদের একটি ভরকেন্দ্র ও, সামান্যাকৃত লম্বাবন্দু ও সামানটীকৃত 
নবাবন্দু ॥ আছে স্পষ্টতঃই যখন ॥= 1, 9 হবে P; বন্দু 4.12 নং চিন্ত 


দ্ৰষ্টব্য ৷ 
5 
টি Al 
H2 hh 
1 
4.12 নং চিত্র 

ধরা যাক H, বিন্দু 2; বিন্দুর কেন্দ্রে প্রাতফলন ৷ 47 কে ৮: 1বন্দুর লম্বাবন্দু 
ধরলে 0, 6, 17. সমরেখ ৷ H, তখন সামান্যীকৃত লম্বাবন্দু। 0G: GH, = 
০:21 | 

যখন % =2, ৮17 রেখ৷ P,P; রেখার উপর লম্ব। ৮5175) 29171 
সমান্তরাল এবং উভয়েই P,P এর উপর লম্ব। 2:82, 298, এর মিলন 
বন্দ; H দিয়ে আভাহত করলে H, P, 3, ৮55 উভয়কেই - 1 : 1 অনুপাতে 
বভন্ত করে। 0, 6, H সমবেখ এবং 0G: 9770 : 21 

যখন ?= 3, 6, যাঁদ 2928 এর ভরকেন্দ্র হয়, 12,631, 2263, 2308 
সমাবন্দ: । ইহাদের সাধারণ ভরকেন্দ্র 6, প্রত্যেকেই 2 : 1 অনুপাতে "বিভক্ত করে। 
পুনরায় যাঁদ 181, P১2; এর লম্বাবন্দ হয়, £5 81, 25175, PH সমাবন্দ | 
0, 6, H সমরেখ ৷ অনুৰূপে বৃত্তস্থ বহুভুজের ক্ষেত্রে অয়েলার রেখার সামান্যীকরণ 
সম্ভব ৷ 

উপরের বিষয়গুলির বিস্তারিত আলোচনার জন্য কালংস্‌ [8]-এর নাম উল্লেখ 
করা হল। 


2. পূর্বে অপেক্ষাকৃত পারাঁচত সমবিন্দ; রেখাগুল বা সমরেখ বন্দুগুলির আলোচনা 
কর৷ হয়েছে) কিন্তু এছাড়াও আরও নানা রকমের রেখা বা বন্দু পাওয়া সম্ভব ৷ 
প্রথমেই ত্রিভুজের বাহুতে প্রাতফলন 'বন্দুগুলির ধর্ম পরীক্ষা করে দেখব । একটি ধর্ম 
পূর্বেই আলোচিত হয়েছে। 

ABC ন্রিভুজের শীর্ষগ্বীল ৪, ৫ এর উন্নাত BH, CH, ABC ব্রভুজের 
গারবৃত্তকে 0, £ 1বিন্দ:তে ছেদ করে। পূর্বের উপপাদ্য অনুসারে CA বাই HO এর 
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সমাঁদ্বখণ্ডক এবং 4B বাহু HR রেখার সমাদ্বিখণ্ডক। 4.13 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 
অনুরূপ HA এর BC বাহুতে প্রতিফলন পাই ৷ 


A 


[= a) 
১ 


4.13 নং চিত্র 


কাজেই 4H এর 4B, BC, 04 এর উপর প্রাতফলনগুলি 4 বিন্দুতে সমাবন্দ্য 
এবং 4 পারবৃত্তে অবাচ্থিত। যাদ 17 বিন্দঃগামী চলবেখা / নেওয়া হয়, তবে যখন 
1, H4 এর উপর আসে তখন / এর 4B, BC, ০4 এর উপর প্রাতফলনগুল 
পারবৃত্তদ্থ 4 বিন্দুতে মিলিত হয়। / রেখাকে যাঁদ ৪ কোণ ঘূর্ণন করা যায়, তাহার 
৫4 বাহুর উপর প্রতিফলন 0 বিন্দুর চারপাশে উপ্টাদকে 6 কোণ ঘুরবে । 
কাজেই নতুন প্রাতফলনগু'লও পারবৃত্তের বিন্দুতে মিলিত হবে। অনুরূপ যুক্তি 
4B, BC বাহুর উপর প্রাতফলনের ক্ষেত্রেও খাটে । অতএব 4B, BC, 04 
বাহুর উপর / এর প্রাতফলন পাঁরবৃত্তগ্থ কোন বিন্দু £ তে মিলিত হয়। H 
িন্দ;গাসী যে কোন রেখার 4B, BC, C4 এর উপর প্রাতফলনগুলি পারবৃত্তস্থ কোন 
4াবন্দুতে সমাবন্দ: । 


ধর৷ যাক চারটি রেখ৷ ৫, &, ০, একটি চতুৰ্ভুজ সৃষ্টি করেছে ৷ এদের যে 
কোন তিনটি রেখ৷ মিলে ত্রিভুজ সৃষ্টি করে । ধরা যাক 6৫৫ ম্ৰভুজের লম্ববিন্দ 175) 
৫৫4 লিভুজের লম্বাবন্দ; 4, ইত্যাদি ৷ এরূপ চারটি ত্রিভুজের লম্বাবন্দ; Ha, 12, 
175,:588.1 মনে কার 1 রেখ। H, H, ৷ 7 রেখার ৮0৫ তল্ৰিভ,জের বাহুগুলিতে 
প্লাতফলনগুলি সমাবন্দু যেহেতু } রেখা 125৫ বিন্দগামী | একইরুপে রেখার acd 
'ন্রভুজের বাহুগুলিতে প্রাতফলন সমাবন্দ; যেহেতু / রেখ৷ £% বিন্দ:গামী । অতএব 
HaH রেখার এ, ৮, ৫, চারটি রেখাতেই প্রাতফলিত রেখাগুলি সমাবন্দ; ৷ 
কাজেই ! রেখা 42০, 778 বন্দ; দুইটি দয়েও যাবে অর্থাৎ চারটি ত্রিভুজের ল5্বাবন্দু 
সমরেখ ৷ 
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2.1. এবার আরও 1কছু প্রাতফলন বন্দুর ধর্ম আলোচনা করব । 

(7) যেকোন বন্দু ৮ এর 4BC ব্লিভজের BC, C4, 4B বাহুর উপর 
প্রতিফলন বিন্দদ যথাক্রমে 41,137 0'। প্রমাণিত হবে যে 4B'C', BC'4', 
04171, A'B'C' বৃত্তগলি সমাবিন্দু | 

(2) 450, 5154, 048,480 ত্ৰিভ্জগুলির পরিবৃত্তগুলি £ বিন্দুতে 
সমাবন্দু প্রমাণিত হবে । 

প্রথমে (7) উপপাদ্যের প্রমাণ দেওয়া হবে ৷” 4.14 নং চিত্র দুষ্টব্য। 40 
বৃত্তের উপর $ যে কোন বন্দ; নেওয়া হল ৷ ৬", $" বন্দ; $ বিন্দুর যথাক্রমে 


4.14 নং চিত্ৰ 


48, 4০ এর উপর প্রাতফলন বন্দ; ৷ 4B'C' বৃত্ত 48, 4C বাহু দুইটিকে 2, E 
বিন্দুতে ছেদ করে। 95” 95” যথাক্রমে 4B, 460 কে 14, N বিন্দুতে ছেদ করে । 
48 রেখার উভয় পারের প্রাতিসাম্য লক্ষ্য রেখে নিশ্নীলাখত কোণের সমতা পাই ঃ 
4 PS'S= 4085". / DSS" = 4 DSC'= DSS" - 2746 
=(90°- 7 ADS) - [DAP ত (1.46) 
অনুরূপ 4C এর উভয় পাৰ্শ্বের প্রাতিসাম্য লক্ষ্য রেখে 
42591৭28155”. ZL B'SE+ ZL ESS" = LB'AE+ LESS" 
= PAE +(90°— / AES) ৰ (4.47) 
(4.46) কে (4.47) হতে বিয়োগ করে 
42515425154 7 PAE+ 42:4৮. 2747 
=180°—_ L MAN = ZL MSN = 49155? (4.48) 
যেহেতু 4, 5, 74, 2 বৃত্তন্থ চতুৰ্ভুজ । 


সমরেখ রেখা, অয়েলার রেখা, সঞ্চার পথের ছেদাবন্দু ও ছেদাবন্দুর রাশি মালা 135 


অতএব P বন্দ; 55" রেখার উপর অবাস্থিত। ধরা যাক £5"5 রেখা 4710 
‘বৃত্তকে 0 বন্দ্‌তে ছেদ করে। অনুরূপ 84:01 বৃত্ত 480" বৃত্তকে 0 বিন্দুতে 
ছেদ করে যেহেতু 0 বন্দ;র 48, AC এর উপর প্রতিফলন বিন্দ্যগুলি 20 রেখার 
উপর অবস্থিত । 490. পরভুঞ্জের পারবৃত্তের ক্ষেত্রেও বলা চলে যে ৮5" রেখ। 
ABC ৱিভ;গকে 0 বিন্দুতে ছেদ করে। 

(2) উপপাদোর প্রমাণ ঃ ' 4'BC, B'CA, 048, 4/80% বৃত্তসকল R&R 
বিন্দতে সমাবন্দ; যেহেতু এই ভ্রিভুজগুাল 4.86 ত্ৰিভ;জের বাহুগলতে 2 1বিন্দযকে 
প্রতিফালত করে পাওয়। গিয়েছে এবং 4180 B'CA, ০49, 4'B'C' নিজেদের 
মধ্যে এরুপ সম্বন্ধে আবদ্ধ যেরূপ 4B'C', BC'4', C4'B', ABC নিজেদের মধ্যে 
সম্বন্ধে আবদ্ধ ৷ 

উপরের প্রমাণের ধার৷ কিছুটা আবছা ও বন্তু নিরপেক্ষ মনে হতে পারে। নীচে 
1বকণ্প প্রমাণ দেওয়া হল। 4.15 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 


যাঁদ 4', B', ' 1বন্দযগুলি ৮ বিন্দুর BC, ৫4, 4B এর উপর প্রাতফলন- 
বিন্দ হয় এবং 4190 নিদিষ্ট (ত্রিভুজ, তবে প্রমাণ করতে হবে যে ঃ 
(T) AB'C', BC'A', C4'B', ABC বৃত্তগুলি সমাবন্দু, ধরা যাক D বিন্দুতে, 
€2) 4180, B'CA, CAB, 4'B'C’ বৃত্তগল সমাবন্দ্য, ধর৷ যাক D 
বিন্দুতে । - 
4.15 নং চিত্রে LB'AC'=24, এ48'০=নু- 4018. (4.49) 
ধরা যাক 48", 4' BC' বৃস্তগুলি ৫" বিন্দু ব্যতীত 1) বিন্দুতে ছেদ করে। 
অতএব 
£47)0- 44710. ঠা 2:৮4. 
ye: (4:50) 
অনুরূপে 45001-5-840 5 + LB 
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সুতরাং 
/481)4 4 BDC'- £ 42007 £ 4+ / 8৪=ন- /€ 
(4.51) 
অতএব 490 বৃত্ত D বিন্দুগামী । অনুরূপে আমরা দেখাতে পাঁর যে অবাশষ্ট 
বৃত্ত ০041" ও D বন্দুগামী অৰ্থাৎ (?)-উপপাদ্য প্রমাণিত হল । 
এখন (]")-উপপাদোর সরাসাঁর প্রমাণ দেব। 480 ব্িভুজের ৮ অপেক্ষা 
*37 পাদান্রভূজ। ধরা বাক 490", 4'BC' বৃত্ত দুইটি 0’ বিন্দুব্তীত 0(= 2) 
বিন্দ,তে ছেদ করে। বৃত্তদ্থ চতুৰ্ভু'জের ধর্ম প্রয়োগ করে 
/4108- /4100- / 80০74181047 4840 
= <৪9}৮ _ LyAP= / <! + £79৮- 4719 
= LCP 4409 সা, ধু (4.52) 
অতএব 9 বিন্দু 4180 বৃত্তে অবাস্থিত। অনুরূপে 0 বিন্দু 8104 বৃত্তে অবাস্থিত। 
এরূপ উপপান্যগুলির বিশদ আলোচনার জন্য লংগেট হিগিন্স্‌ [8], কালংস্‌ [9], 
ফোৰ্ডার [10], গাবন্স্‌ [11], কাণ্ডি [12] এর নাম উল্লেখ করা হল। জ্ঞানের 
সবাঁদকেই সাধারণতঃ সামান্যাকরণেই তার বিস্তার। আমরা উপরের উপপাদোর 
সামান্যটীকরণ দেখাব । 


2.2 পূৰ্বে উপপাদ্যে দেখান হয়েছে যে 4810, 4810, 4180, ABC 
বৃত্তমুলি সমাবন্দু। একইরুপ "সিদ্ধান্তে আসা যেতে পারে বাদ 41, 91, পে 
বাহুগুলিতে প্রাতফলনাবন্দু না হয়ে শাৰ্বগুলিতে প্রাতফলনাবন্দু হয়। 4.16 নং চিনন 
দ্রষ্টব্য। বিন্দু অবশ্যই পূর্বের নায় ত্রিভুজের অন্তঃস্থ বিন্দু । এ’ বিন্দু এমনভাবে 
অবাস্থিত যে P বন্দু 44 এর মধ্যাবন্দু। YZ ত্ৰিভুজ আঁকা হল এমনভাবে যে 
4, .8', €% বিন্দুগুলি যথাক্লমে YZ, 220 XY এর মধ্যবন্দ ৷ 


4.16 নং চিত্র 


অতএব BC বাহু 1০" এর সমান্তরাল। অর্থাৎ YZ এর সমান্তরাল। 
সুতরাং ৪০-8'০/-ঠ YZ । কাজেই বাঁদ YB, ZC রেখাদ্বয় 7' বিন্দুতে 


ন্‌ 


ব্যাস ৮ চি গান্নিনর* রর 


1388 


| 
। 
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মালত হয়, 44,8,0 যথাক্রমে 7Y 7 ল্ৰিভূজের YZ, ZX, XY এর মধ্যাবন্দ; ৷ 
যেহেতু P বিন্দু 8", 00 উভয়েরই মধ্যবিন্দু, ৮ বিন্দু YZX7 চতুভূজের 
ভরকেন্দ্র । সুতরাং 4' বিন্দু এ'7' এর ঘধ্যাবন্দ ৷ অতএব XYZ, XYT, 4227 
YZT ভ্রিভূজগুলর নবাবন্দুবৃত্তগুলি অর্থাৎ 4B'C', 4180, 4180 41810 
ভ্রিভূজগুলির পরিবৃত্তগুল সমাবন্দু (1.3 অনুচ্ছেদ দ্রষ্টব্য )। . যুক্তি বিপরীতে 
করে নিয়ে 4180, 4510, 480,480. ভ্রিভুজগুলর পারবৃত্তগাল 
সমাবন্দ; । 


2.2 উপরের 2.1 নং ও 2.2 নং অনুচ্ছেদের উপপাদ্যগুলি সরল ‘জটিল 
ব্াশর’ বীজগাঁণতের সাহায্যে প্রমাণ করতে পাঁর। আমরা বিশ্লেষণ 
যথাসম্ভব সরলভাবে দেখাব যাঁদও জটিল রাশি পূর্বেই কিছু ব্যবহার কর! হয়েছে, 
আমাদের এখানে একে একটু বিস্তুতভাবে ব্যবহার করতে হবে ৷ আমর৷ জটিল রাঁশকে 
বাস্তব রাশিরই বিস্তার হিসাবে পাঁরাঁচাত দিয়ে শুরু করব। সংক্ষেপে এখানে 
জটিল রাশির প্রক্রিয়াগুলর বিবরণ দিয়ে জটিলরাশির বাঁজগাঁণতের পাঁরাচিতি দেব । 
ত্ৰিঘাত ও ইহ! অপেক্ষা উচ্চতরঘাতের সমীকরণের সমাধান হতে পরীক্ষামূলকভাবে 
“ চিহ্নের সূত্ৰপাত হয় । £ চহ্হের ধর্ম 1* = = ] দিয়ে বিবৃত হয়েছে। প্রকৃতপক্ষে 
£ চিহৃটি জটিলরাশতেই অর্থবহ হয়েছে ৷ বস্তুতঃ £- ৬ = 1 এর পদার্থাবদ্যার প্রশ্নে 
প্রয়োগ প্রায়শঃই খুবই প্রচ্ছন্ন এবং সরাসার নয় যাঁদও প্রত্যাবতাঁ তাঁড়ংএ প্রয়োগ 
অনেকট। সরাসাঁর, সরল ও ফলদায়ী। 


সম্পূর্ণ যান্তগ্রাহযভাবে অগ্রসর না হয়ে এঁতিহাসিক ক্রমানুসারে লিখলে দেখ। 
যাবে যে %% + 1 = 0 সমীকরণের বাস্তব এ কোন সমাধান সম্ভব নয়। 'যাঁদ এই 
সমীকরণের সমাধান পাওয়া সম্ভব মনে করতে হয় তবে আমাদের জটিল রাশির 
অস্তিত্ব চিন্ত। করতে হবে ও বাস্তব রাশ, জটিল রাশরই বিশেষ রূপ হবে। জটিল 
রাশির প্রক্রিয়াগুলি যোগকরণ ও গুণকরণে নিননরূপে সূন্রসাহায্যে বৰ্ণিত হল যাঁদ ৫, ৮ 
বাস্তব রাশ হয় 
(0) 1}?4+}]=0, 
(ii) a+ib=0 হবে যাদ মাত্র ৫-০.৮-০ হয়, 
(ili) (a+ib)+(c+id)=(at+c)+i(b+ad) 
(iv) (a+ib)(c+id)=(ac- bd) +10৮০+ ad). 
যাঁদ লেখা যায় 2 = ৫ + 18, ৫ কে বলা হবে বাস্তব অংশ 181 (2) এবং b কে লেখা 
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হবে অবাস্তব অংশ 1/%(2) যদি 2= ৫4-16 হয়, 2৫-19 কে £ এর অনুবন্ধী বা 


2 লেখা হবে ৷ অতএব 23 = ৫% + 0৭%, 2 +2= 21], 2-2 = 211%)2 | 
জটিল রাশির বিপরীত অক্ক নিম্নবুপ ; 
281 a- ib 81651184028 এ 81:88 ৷ 
atib  (a+ibj(a-ib; ৪৭২4.83 Gb 22705 
যাঁদ 8, ? বাস্তব কোণৰয় %-অক্ষের সঙ্গে দুইটি মেরাবন্দুগামী রেখা দিয়ে সৃষ্ট 
হয়ে থাকে, তবে 
(cos 6+ isin 0) (cos PLi sin %)- (০০১০ cos P-sin 9510?) 
+ i(sin 0 cos $ + ০০৪ 6 sin £) =০০১(০ + $) +i sin (6 +- ?) 
উপরের সম্বন্ধ বিস্তৃত করে 6, %, /,........ ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যার কোণগুলি নিয়ে লেখা 
যেতে পারে। যদ ৮ = $= / = লি হয়, 
(cos 94-8 sin 8)" = cos nd +isin nd 
যখন ॥ ধনাত্মক পূর্ণসংখ্যাজ্ঞাগক । 
যাঁদ ॥= -2 হয়, 
l 


(cos 0 + i sin /"-লেল্নন্াামমন্য+ চলনততাানছতত 
== COs (28) - i sin (79) 
যাঁদ কোন মেরুবিন্দুগামী রেখ। ৯-অক্ষের ধনাত্মক দিকের সঙ্গে ৪ কোণ উৎপন্ন 
করে থাকে, 


2-০+2/-7 (০০১ 0 + } 111 6), "= 


১ অক্ষের ডানাদককে ধনাত্মক বাস্তব অক্ষ বল৷ হয় ও বামাদককে খণাত্বক বাস্তব অক্ষ 

বলা হয়। /-অক্ষের উপরের অংশকে অবাস্তব ধনাত্মক অক্ষ ও নীচের অংশকে 

অবাস্তব ধণাত্মক অক্ষ বল৷ হয়। 

= | 2 |= modulus | 3 | ব। 2-এর মাপাঙ্ক এবং ৪-কে 
৭18(2) ব৷ হ-এর কোঁণিক মাপাঙ্ক লেখা হয়। 
C056 +; 910 0-কে ৫: পারভাষ৷ দিয়ে বিবৃত হয়। অতএব 217/2-/ 

[এবং = 1) 6৪ £য/2 ল _71 এরুপ বর্ণনা নীচের শ্রেণীবস্তারের জন্য, 

সম্ভব ঃ 

LU 0 2484) 595 


9০5 হিট 4 ০৪২42851875 
VEEL ELMER SES 
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(bf) 


21:41 2595! 
6৪ 6* ৰু 0৪ 
এবং ০০৪ 71 ও 910 6-6-57+57- ৷ 
উপরের সম্বন্ধগুলি পারষ্কারভাবে দেখা যায় যাঁদ 
2 = 6৮%, 108 z=i0=iargz, | 2 |= /০%৪ত৪-% =]. এবং 


প্র ০১০৯০০81887 
108 (£)-2; | cos 8 + } sin 6 |= V(cos 9+ 7 sin 0)(cos 0 — isin 0) 
= JVcos* 0+sin2 9 = 1, 
log 7 = 108 (০০৪ তু? 1 9] নন = 108 eit = i arg (i), 


log (—i) =log (ett)= iF -iarg (_7)। 


জটিল রাশ সহগসহ সাধারণ 'দ্বিঘাত সমীকরণের 2-অপেক্ষা। সমাধান বাস্তব 
বীঁজগাঁণতের ন্যায়ই করা হয়ে থাকে । উদাহরণ রূপে নেওয়া যেতে পারে 
2৭ +(2-1) 2+3=0 


£-অপেক্ষা সমাধান হবে z= -2)3 NTT 


i 9 
-(8-1)5৬-2-%1 
বর্গমূলের মান 'নর্ণর করণীচিহ্নযুক্ত রাঁশর মান নির্ণয়েরই ন্যায় করতে হবে! 


উপরের আলোচন! হতে পাঁরঙ্কার বুঝা যায় যে বাস্তব অক্ষের সমীকরণ 
£-2-0 বা 2৮5 এবং অবাস্তব অক্ষের সমীকরণ 2+ 2-0 যেহেতু বাস্তব 


হু এবং অবাস্তব গ্থানাঞ্ের মান y= চা ] 


যে কোন সরলরেখার সমীকরণ বাস্তব স্থানাঙ্কে ৫ +৮)+৫-:0 যেখানে 


৫, &, ৫ সহগগুলি বাস্তব। এই সমীকরণ জটিলরাশর সাহায্যে লিখলে 
দাড়ায় (৫ --16)2 + 0+-78)2+20-0 অৰ্থাৎ 2+০০+৯ 2৪১ যাঁদ 

০-7৮-০56-*৯ এবং 26 ০1> = 206: লেখা হয় । অতএব যেকোন 
অরলরেথাকে সুবিধামত লেখ! লট, 


স্থানাঙ্কের মান = 


27+ 26= 28, ? বাস্তব ও //=] । 


COMP! IMENTARVY 
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যেহেতু =}, 2+21% = 2) | 


উপরের প্রথম সমীকরণ হতে দেখতে পাই যে বামাদকের দুইটি অনুবন্ধী জটিল 
রাশির যোগফল বাস্তব অতএব 21 ও 2/ এর বাস্তব অংশ P! কাজেই 2£-০ + iu 
বা 2-/0০+7০), £-1, 4 বাস্তব । 


+৫ ৫০-ৰর 


পুনরায় যাঁদ কোন বৃত্তের কেন্দ্রের দ্থানাঞ্কদ্বয় | টা? “যার ব্যাসার্ধ ০, 


(2-)05-2)-৪ বা 2-৫-6%৮, হ-2-/৩-৮*, ৮ বাস্তব । 
এরপর হতে জটিল রাশির বীজগাণতে ব্যবহারের ধাপগুলি কি করে বাস্তব রাশি 
হতে পাওয়। গিয়েছে তা বুঝতে অসুবিধ৷ হবে ন৷ ৷ 


ধর৷ যাক 2-+7/, 2-১-7) এবং অতএব 23= Xঃ 4+ )8। 
(4:53) 


এ জাঁটল রাশ এ-এর অনুবন্ধী। আমাদের সরলরেখার উপর কোন বন্দুকে নির্দেশ 
করতে হলে 
z=! বা. 2-/0০+98), 2=7 (6-21), ০, বাস্তবৰ ... 454) 
লিখতে হবে ৷ অতএব 
5৮2 .., (4155) 


সরলরেখার সমীকরণ যেখানে £- ৰা বা //-]। অনুরূপ, বৃত্তের সমীকরণ 


2০০, z2-a=plt, ০=৭৪-% ৫56) 


4৫১45 বিন্দুবয় যোগকারী পরলরেখার সমীকরণ 

এক 11452= 13 448 ৰ (৫:57) 
যেহেতু 38 = 1], 1919 =]1, 14, 14 উভয় বিন্দুই (4'57) সমীকরণের, 
সমাধান। অথবা সহজভাবে 


13 এবং £9 যুস্তকারী সরলরেখার সমীকরণ 
হ-(1-9) 1; +9/5 (১ বাস্তব ) 
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অতএব 2= (1-7) 1; 48545 ৷ কাজেই যাঁদ |, |=| 15 |=! হয়, তবে 
24+21515 = (1 = ))/; +A, + (1 4))19 +A, 
= {; +19 


ABC ত্ৰিভূজের শাৰ্ষাবন্দুগলি ইহার পাঁরকেন্দ্ৰ 0 অপেক্ষা নির্দিষ্ট করতে 
পারা যায়। এবং এই পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ একক ধরতে পাঁর। ধরা যাক 
4, 8, C শীৰ্ষগুলি এ, ৮, ৫ জাঁটল ব্লাশিগুলি দিয়ে নির্দেশ করলাম। কাজেই 
ইহাদের ভরকেন্দ্ের স্থানাঙ্ক 


-ঠ(৫+14+6) বি ... (4'58) 
470 'তভুজের লম্বাবন্দুর স্থানাঙ্ক 
h=(a+b+c) ৫: (১. (4°59) 


কারণ, যাঁদ ত্রিভুজের পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ একক ধরে নেওয়! যায় এবং / দিয়ে 
লম্বাবন্দুর স্থানাঙ্ক জাঁটলরাশির সাহায্যে লেখা হয়, তবে 
heb Ca 


h-b c-a 


এবং 


= = =", যেহেতু 
দি 


-% 
-% 


arg < =2 8৮% 2 ৷ অতএব এই দুইটি সমীকরণের সমাধান করে পাই 
2 


[=৫-+৮+৫০৷ 


এখানে অবশ্যই মনে রাখতে হবে যে a= ৮. সে 


অতএব 0H=30G যেখানে 0, 4BC এর পারকেন্দ্ৰ । 0GH অয়েলার 
রেখা ৷ 4H রেখা BC বাহুর উপর লম্ব । উপরন্তু (4'59) হতে 
7 1 1 1 bc 
= (---4+-5 শর ] = 5০ 
ৰদ ) 


মম (4,60) 


যেহেতু -(G+5+0- ৯৮1 


যে কোন 2 বন্দুর 470 ত্ৰিভূজের বাহুগুলিতে প্রতিফলন বন্দু 7১, 75৯ 15 
নীচে দেওয়। হল £ 


25 +807-৮+০, 3 + ৫৮৫44, 78 76000 =৫+৮0 
(4.61) 
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যাঁদ ৮ বিন্দুকে ? জটিলরাশ দিয়ে নির্দেশ করা যায়। (4.61) এর রাশিপদ- 
গুলির ব্ুৎপাত্তর একটু ব্যাখ্য। দরকার ৷ ৫ বাহুর সমীকরণে 


Zz+bcz=b+c, 8ঠ8=], ৫০-] ০০০: (4.62) 
2০286 বসিয়ে (4.62) হতে পাই 


272552755৯০) অৰ্থাৎ 


(2+23)+00০(0+0,)=2(8+20) । ১০ 4.63) 


(4.63), 9, + bc, = ৫৮ + ০) এর সমার্থক, কারণ ইহার প্রাতবন্ধী রাশি 
21:70:82 7.৮ 
Dit 825 নটি যেহেতু ৮৮-০৫-]। 
রাঁশপদগুলি ও উহাদের প্রাতবন্ধী রাশিপদগুলি যোগ করলে (4:63) ফিরে 
পাই। অতএব প্রমাণিত হল যে ৮ বিন্দু ও তার BC বাহুর প্রাতিফলনাবন্দুর 
মধ্য বিন্দু BC বাহুতে অবস্থিত ৷ অনুরূপ অন্যান্য বাহুর ক্ষেত্রেও সত্য । 
যাঁদ ১ বিন্দুকে ও দিয়ে নিৰ্দেণ কাঁর, 2,, ১, P,-কে যথাক্রমে 7২, 
দিয়ে নির্দেশ কার, 54৮28 বৃত্তস্থ চতুভূজ যাদ 
($- 23) (৫.0৪) 
টো ডু 7464 
বাস্তব হয়। 4.17 নং চিত্র দ্রষটব্য। 54751, বৃত্তচ্থ চতুভূজ হলে 


Ds, Ds 


Ps Po 


4.17 নং চিত্র 
১54» 49৮৪4 অৰ্থাৎ 
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ro (5775) (৫৮9) _ 
বা ঢা তপন 0০ অর্থাৎ 


(575) (৫-25) 
(৬8) (৫৪-৮3) এ 


কিন্তু 22, 28 এর মান (4.61) হতে বাঁসয়ে 


(30986 Sr ৰ .... 4.65) 
(৫৫-৮9) ৫০৮-৫০৫ ৮০ 


(4.65) হতে সিদ্ধান্তে আসি যে ৫724৪ = 4008. / 241 :... (4.66) 


এখন (৮-৮) বার রাশ হবে যাদ 
৫ ($-৮৪) 


& ৫-৮,), ৫ (82) চা বেল] 4.67 
৫০ যেহেতু b=, ৫ cl (4.67) 


29, "এর মান বাঁসয়ে নিয়ে (4.67) হতে পাই 
(b+ ৫) ss— s(h -p) - $ ৫2৮০0৮-) +a? -- ap + abc(h - 2) = 0 
(4.68) 
(4.68) $4P,P, বৃত্তের সমীকরণ । এখন বিন্দু যাদি 97 = ] বৃত্তদ্থ বিন্দু হয় 
90-92) +৫-২৫৭৪০(, - 2) = (;-- ৮) + ৫৮০৪ =) _.. (4.69) 
স্পষ্টতঃই ৫=৫ (4.69)-এর একাঁট সমাধান ৷ ইহার অপর সমাধান 
_ 22০ 2) ; 
q = abc (GE) ৷ এ --- (4.70) 
(4.70) এর রাশির প্রাতিসাম্য লক্ষ্য করলে সিদ্ধান্তে আসতে পারি যে 0৯৮০2, 
০2০55 চতুভূর্জ দুইটিও বৃত্তস্থ অর্থাৎ 47928" 82,298, CPP, 
496 বৃত্তগুলি সমাবন্দু । 


2.3. কোন বিন্দুর ত্রিভুজের বাহুগুলিতে প্রতিফলন বিন্দুগুলির সাহায্যে তিনাটি 
ত্রিভুজের পরিবৃত্তগল সমাবন্দু জটিল রাশির ব্যবহার করে প্রমাণ দেওয়৷ হরেছে। 
অনুরূপ বৃত্তহু চতুভূ'জের সমৃসন্‌ রেখার ধর্ম নির্ণয় করতে জটিল রাশির বীঁজগণিতের 
ব্যবহার দেখান যেতে গারে। নীচের লেখ৷ ধৰ্মগুলি জটিলরাশির সাহায্যে প্রমাণ 
করা হবে (4.18 নং চিত দ্রষ্টব্য ) £ 
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(6). OR; 5' যথাক্ৰমে DC, CB, ৪4, AD-এর মধ্যাবন্দু ৷ 
P, 0, RB, $ বিন্দু হতে যথাক্রমে DC, CB, 84, 4D-এর উপর লম্বগুলি 
সমাবন্দু । 

(১) BCD ত্ৰিভুজের এ অপেক্ষা সিমূসন্‌ রেখা এবং অনুরূপ আরও তিনটি 
সমৃসন্‌ রেখা এ বিন্দুতে সমবিন্দু । 

6) যাদ PR, 05 রেখা দুইটি 7' বিন্দুতে ছেদ করে, তবে এ বিন্দু 
0% রেখার মধ্যাবন্দু । 


4.18 নং চিত্র 


ধরা যাক 4BCD বৃত্তের সমীকরণ 7৫৯+72-.1 | বৃত্তের উপরের একটি 
বিন্দু ৷ 6 বন্দু হতে 4, -এর যোগকারী রেখার উপর লম্বপাদাবন্দু 2 হলে, 

23 =6% +65%4688-2£0৮8-8), 2726০ bet, ৫= ৫০%, 
7-6£5। ৰং ৰ ১৪:৫4:71) 
উপরের রাশির বুযুৎপাত্তর সরল কয়েকটি ধাপ দেওয়া হল। পূর্বের অনুচ্ছেদে 
দেখান হয়েছে যে ৫% 1বন্দুর 9, ৫, বিন্দু দুইটির যোগকারী রেখার প্রতিফলন 
বিন্দু নীচের সম্বন্ধ হতে পাওয়া যায় ৪ 

17171050619) 0+ +c, (472) 
যাঁদ 7 বিন্দু ৫:9 বিন্দু হতে /+ ০; রেখার লম্বপাদাবন্দু হয় এবং যাদি 
bs =e, ৫২ =e, 

22 =০6% +p, =e0 _8:05-4 Fb, +c, 
=e Lei pet -251%+8-0)5 (7.7) 
কাজেই বৃত্তস্থ < বিন্দু হতে 9, } বিন্দু দুইটি যোগকারা রেখার উপর লম্বপাদাবন্দু 


ু(৭+১+০-৮))। ৰ ০০: (3) 


a 
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মূলবিন্দু 0 হতে $(৫++০+4)তে সারয়ে নলে, (4.73) এর পাদাবিন্দু হবে 
El ৮ (4d) রী ,, 474) 


(4.74) হতে বৃত্তদ্থ ত্রিভুজ ও চতুভু“জের অনেক ধর্ম পাওয়া যাবে । (4.74) হতে 
-- উৎপাদকট ভাবয্যৎ বিশ্লেষণের কোন ক্ষত না করেই অপনয়ন করতে পারা 
বায়। 4০51, < বিন্দু হতে 8, ? এর উপর লম্বের পাদাবন্দু নির্দেশ করলে 


bc 
০ ৰ = -- == = — 
zZi= By +4 গর 4০576 এ +&, 
bd 
2৪ = <*০৪=-/) +৫ +, 475 
285 29, 2৪ জাঁটল ব্লাশিগুলি নির্দেশক । বিন্দুগল সমরেখ হরে যাঁদ যে কোন 
দুইটি 1বন্দুকে যোগকারী রেখার উপর অপর বিন্দুও অবাস্থত থাকে। অতএব 
be + ad cd + ab bd + ac | 
a }+/ +00) 04 ny (4৫ ). _.. (4.76) 
৯ ও ॥ বাস্তব সংখ্যা ৷ 


4 অপেক্ষা সমাধান করে (4.76) হতে পাওয়া যাবে 
uu 


_(b-c)(a-d) টি 7 
- টির ঠা 2০ (4,77) 


(4.77) এর রাশাট বাস্তব, যেহেতু 
arg (এ এ] + are (4 ৭) “ন কারণ চতুভূ'জ a, b, ০, 4 বৃত্তস্থ এখন 


তবে এই সিদ্ধান্ত নেওয়| যেতে পারে যে বৃত্তস্থ চতু্ভুজের যে কোন শীর্ধাবন্দুর 
অপেক্ষা অপর শীর্ধগুঁলির সৃষ্ট ত্ৰিভুজ হতে 1সমুসন্‌ রেখা পাওয়া যায়। 

পরের আলোচ্য বিষয় বৃত্তস্থ ত্ৰিভুঞগুলির গসমূসন্‌ রেখাগুলির সমাবন্দু হওয়ার 
ধৰ্ম ০৮8 ও 4788 বিন্দু দুইটিকে যোগকারী রেখার ॥ :4 অনুপাতে ছেদকারী 


‘বন্দুর নর্দেখক জটিল রাশি 
z= (b+) +n (০%4))/০, 
অর্থাৎ | 
(৯+1602%-2 ০০৪ 80/+৯-4-৪)+% ০০5108+০-+-))] x 
(4.78) 


AMM 


exp 5 (B+y + 8-4) ৷ 
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821 অনুপাত বাস্তব হতে হলে ৪%-0 ধরে নিতে হবে। অতএব “০2, 
০819 যোগকারী রেখা। মুলীবন্দুগামী অর্থাৎ 3 (৫++০+9) বিল্দুগামী। 
অনুরুপে অপর ত্রিভুজের অপেক্ষা সিমৃসন্‌ রেখাগুলিও এ একই &(০+৮+০+4) 
শবন্দুগামী ৷ 

(৫) এবং (0) এর প্রমাণ উপরের বিশ্লেষণ হতেই পাওয়া যায়। এই পারচ্ছেদের 
শেষে প্রশ্নাবলীতে এদের স্থান করে দেওয়৷ হল ৷ 1বশদ আলোচনার জন্য 1সষ্টারের 
[13] নাম উল্লেখ কর! হল। 


3. 'ন্রভূজের বাহুগুলতে 'বন্দুর প্রাতফলনের উপপাদ্যের বিশদ আলোচন৷ 
করা হয়েছে অনুরূপ ধর্ম চতুষ্কোণের ক্ষেত্রেও প্রাতাষ্ঠত করা যেতে পারে। একাঁটি 
উপপাদ্য নিম্নরূপ £ 

ধরা যাক 41, B', 0 D' চতুষ্কোণের চারটি শ্ৰিভুজের চারাটি পারকেন্দর 
(480 চতুষ্কোণ) ৷ প্রমাণ করতে হবে যে 4, BBC, D 80), 004, 
71417545815 0 পারবৃত্তগলতে প্লাতিফলনগুলি সবকয়াটই একমাত্র বিন্দু 
P' এ আপাঁতত ৷ 


4.19 নং চিত্র ঘ্রষ্টবব। ধরা যাক 747 RE, Ré, Re, ABCD 


চতুষ্কোণের চারটি ত্রিভুজের গারবৃত্তের ব্যাসাধগুল ৷ অনুরুপ 4”, 8”, 00৮, D” 
ও Ry’, By", Ro’, Ro’ যথাক্রমে 8102 CDA, 21487 ABC 
ভু জগুলির পরিকেন্র এবং পরিবৃত্তগুলির ব্যাসার্ধ নির্দেশ করে। 4BCD 
চতুষ্কোণ এবং 4*3'C€"2” চতুষ্কোণ সদৃশরূপী কারণ উভয়ের অনুরূপ বাহুগুঁল 
41810" এর বাহুগুলির প্রাত লম্ব। সদৃশরূপা হয়ে বৃহৎ হওয়ার কেন্দ্রকে 
এ দিয়ে নির্দেশত করা হল। প্রমাণিত করা হবে যে 4, 7 বিন্দু দুইটি 
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81০5. বৃত্তের অপেক্ষা বিপরীত বিন্দু। অনুরুপ BCD ত্িভুজের ক্ষেত্রেও পাওয়া. 
যাবে। অতএব প্রমাণ করতে হবে যে 

EBL AEC ED’ 

BA 0a" Xl টু (4419) 
যেহেতু 84745504205 014 72 (4.79) দাড়ায় 

EBS EC’ ED’ 


RELIC HD, + (4.80) 


জানা আছে যে ৰ 

[< BC ৮ ॥ dtp 

R, হম £ 570, £LBDC= 04191, 
4840. 4 0281 অতএব 


4, ৫2৫17 
Ro RIPE Dl (4.81) 


অভ্এব  7₹7-777 (সদৃশরুপী চতুষ্কোণ দুইটি হতে) 


(সদৃশ ত্ৰিভুজ দুইটি হতে ) 


এবং যেহেতু 844) ও / 824’ সমান, EAD' ও ED4' তিভুজ দুইটি 
সদৃশ । সুতরাং 
EA’ _ ED 
ADE Da ও ইট - (4.82) 
(4.82) প্রস্তাবিত উপপাদ্য প্রমাণিত করে।  বিন্দুকে 4'8'0'2' চতুষ্কোণের 
সমাক্ষ বিন্দ; । 1বিখশদ আলোচনার জন্য প্যারী ও লংগেট্‌-হিগিন্স [14], উড: [15] 
এবং ম্যালিসন্‌ [16] এর প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল। 


3'1. চতুষ্কোণ বিষয়ে আরও কয়েকটি উপপাদ্যের প্রমাণ দেওয়া সঙ্গত হবে। 
কোন চতুষ্কোণের ত্ৰিভ;জের লম্বপাদ বন্দ; বৃত্তগুলির ব্যাসার্ধের অনুরূপ ত্রিভুজের 
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পাঁরবৃত্তের ব্যস্ত অনুপাতী ব্যাসার্ধের সম্বন্ধের সংশ্লেষণাত্মক প্রমাণের পথে অনেকগুলি 


কৌতৃহলোদ্দীপক উপপাদ্য পাওয়া যায়। 
ধরা যাক ০ বৃত্তের ব্যাস 4D ও কেন্দ্ৰ 741 482) চতুষ্কোণ এবং ৫ বৃত্ত 


BA, BD, CA, CD বাহুগু!লিকে যথাক্রমে P, 0, 1, বন্দ;তে ছেদ করে । 


4.20 নং চিত্র 


AX, DY রেখাগ্ীল যথাক্রমে BC এর উপর 4, 4) বিন্দু হতে লম্ব টান! হয়েছে ৷ 
20, RS' রেখা দুইটি 4 বিন্দুতে মিলিত হয়েছে, PR, 09 রেখাদ্বয় K বিন্দুতে 
ও 75, 01 মিলিত হয়েছে 1, বিন্দুতে । 4.20 নং চিত্র দ্রষ্টব্য ৷ 


আরও দূরে অগ্রসর হওয়ার আগে একাঁট বিখ্যাত উপপাদ্য প্যাদ্ধালের উপপাদ্যের 


প্রতিপাদ্য বিষয় ও সহজ সরল প্রমাণ দেওয়া দরকার । 4.21 নং ত্র দ্রষ্টব্য । 
A, Bi, C1, As, Ba, C2 একটি বৃত্তচ্ছ যড়ভ:জ হলে, 4,B, ও A,B; 


রেখাদ্বয়ের ছেদান্দ্, 4,0, ও 420, এর ছেদাবন্দ; এবং 2:09, B,C, এর, 


ছেদাঁবন্দ; সমরেখ। বস্তুতঃ 


4.21 নং চিত্র 
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প্যাদ্ধাল এই উপপাদ্য যে কোন শক্কুচ্ছেদের অর্থাৎ উপবৃত্ত, বৃত্ত, অধিবৃত্তের জন্য 
তার মাত্র ষোল বছর বয়সে প্রমাণ করেছিলেন। শক্কুচ্ছেদগুলির চিন্নগুলি 
মেনায়েকৃমাস্‌ খৃষ্টপূৰ্ব চতুর্থ শতাব্দীতে আবিষ্কার করেছিলেন। সম্ভবতঃ এই রেখ 
চিতগুল জ্যামিতির পাঠ্য বিষয় হয়ে চিরকাল থেকে যাবে । যাহোক আমরা বৃত্ত ও 
সরলরেখাতে আলোচনা আবদ্ধ রেখোছ ৷ এবং প্রমাণের জনা যতটা সহজ পদ্ধাঁভ 
সম্ভব ততটা অবলম্বন করোছি। 

ধরা যাক 42, 71, 055 41, 99, €9 একক ব্যাসার্ধের বৃত্তচ্থ বিন্দ্যগুলির 
স্থানাঙ্ক 041, &1, ০, 2, €9 ৫23, জাঁটল রাশি দিয়ে নিৰ্দয় হল। 
তএল=>%+ ৷), 2*-%-2 ৷ অতএব 437, 4583 এর রেখা দুইটির সমীকরণ 
যথারুমে 


240,892 =a, + 09, ৷] ৷, : 04.83) 
2729052৯297 05. 


aq; ২ =) , “ইত্যাদি । 2, যাঁদ এই রেখা দুইটির ছেদাবন্দ; হয় 
1 K 


2140362234 1 = 03789, ZiT 09012," = ৫937 &ঠ1 (4.84) 
অনুরূপে B,C, ও ৫০8৪, এর ছেদাবন্দ; 23 এবং 44505 ও 44505 এর 
‘ছেদাঁবন্দ; 28 নীচের সহগসমীকরণ দুইটি হতে পাই £ 

22 +830225+* = 3 + ৫2, Za 41820522502 tC, =; (4485) 

2৪41630225৮ 23 709,.297709073291 ৫5775. (4.86) 
এ» 29, 28 সমরেখ হতে হলে আমর! প্রথমে 25১ এ3 এর মান নিৰ্ণয় করব। 
(4.84) এবং (4.86) হতে পাই ঃ 


8 
৮29 +05.702725. দে by bs 2119 4.87 
Zz) লিমকা | » 72 ছয়] € ) 
dibs 0৫963 
A Pl 
তত =a 01-09, 23-2 যি; 68777 (4.88) 


08 6৪22. 


0302. Cadi 


150 প্রাথামক জ্যাঁমাতর অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্তিবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদৰ্শন 
অনুরুপে 


০৬058402765 762. 12. (৫ 4 
এর ELEY ৰন TST ‘‘. (4.89) 
তেনে bac, 
*2(, হও জাটলরাঁশ নির্দোশত বন্দু দুইটি দিয়ে রেখার উপর ৪ থাকতে হলে, 
237 472. 12523 = 2 25" ০০০: (4.90) 


প্রমাণ করতে হবে। (4.87), (4.88).ও (4.89) হতে 24, 22, 28, 2%", 2১৯, 
29 এর মান বায়ে সামান্য বাঁজগাণতের প্রীকুয়া প্রয়োগে (4.90) প্রমাণিত 
হয়। বাঁজগাঁণতের সাধারণ প্রাকরয়াগুলি প্রয়োগের জন্য জাটলরাশি প্রয়োগ সত্ত্বেও 
সরলীকরণ দাঁখায়িত হয়ে গিয়েছে। প্রক্ষেপ জ্যামিতির প্রথার প্রমাণ সংক্ষিপ্ত 
হলেও প্রথার প্রাথামক পাঁরাচাঁত যথেষ্ট দীর্ঘ করতে হত। প্যাঙ্কালের উপপাদ্যের 
150 বছর প্রায় পরে ইহার দ্বৈতকরণ আাবক্কার হয় অর্থাৎ প্রমাণিত হয় যে যাঁদ 
কোন বড়ভুজ বৃত্তের উপর বাহালাখত হয়, তবে ছয়াট স্পর্শীবন্দু 42, 8৪%, 0, 
485 ৪৭% €*% এমনভাবে অবাস্থিত হবে যে-- 

4585 ও 84৭ এর ছেদাবন্দু, 80 ও ০০8৭ এর ছেদাবন্দয, 045 ও 
44205 এর ছেদাবন্দ; তিনটি সমরেখ । এই উপপাদ্য যে কোন শক্কুচ্ছেদ রেখাচন্রের 
জন্য প্রমাণিত হয়েছে । প্যান্কালের এত অপ্পবয়সে প্রাতভার বিকাশ দর্শনীয় 
(1662 ০.)। 

আমর৷ এখন পুনরায় পূর্বের প্রস্তাবিত উপপাদ্যের প্রমাণের আলোচনায় ফিরে 
_ আসাঁছ। 4.20 নং চিত্রের 405 বৃত্তহু বড়ভ:জের প্ৰতি প্যাঙ্কালের উপপাদ্য 
প্রয়োগ করলে, যেহেতু D0, 4৮ রেখা দুইটি ৪ বিন্দনতে ছেদ করে, DS, AR 
রেখা দুইটি 0 বিন্দুতে ছেদ করে এবং ৯৪ ও OR রেখ দুইটি 1, বিন্দুতে ছেদ 
করে, [ বন্দ? BC রেখার উপর অবস্থিত (4.22 নং চিত্র দ্রব্য )। পুনরায় 


A 


4.22 নং চিত্র 
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বৃততস্থ চতুষ্কোণ থেকে পাই 
/ 129 = / 129 = / RYC, যেহেতু RK, Y বিন্দু দুইটি DC ব্যাসের 


উপর আঁঞ্কত বৃত্তের উপর অবাদ্থিত। অতএব 4 বিন্দ; PRY ত্রিভুজের 
পাঁরবৃত্তের উপর অবাচ্থিত। এবং PRY ত্ৰিভুজ D {বন্দু অপেক্ষা ABCD 
চতুষ্কোণের লম্বপাদ ল্লিভজ ৷ অর্থাৎ ইহার পাঁরবৃত্ত ল্বপাদবৃত্ত ৷ অনুরূপে 1, বন্দ; 
4 অপেক্ষা 44101 চতুষ্কোণের লম্বপাদবৃত্তের উপর অবাদ্ছত ৷ 

০ বৃত্তের সাহত উপারিউন্ত দুইটি লম্বপাদবৃত্তের সাধারণ জ্যা দুইটি K বন্দ তে 
ছেদ করে। অর্থাৎ K বন্দ; লম্বপাদবৃত্তের সাধারণ জ্যার উ পর অবাস্থিত। অতএব 
KL রেখা এ এবং 7) অপেক্ষা 4701 চতুষ্কোণের লম্বপাদগুলির মূল অক্ষ । 

ধরা যাক 5, / দিয়ে 80, ৫1 ভুজ দুইটির পাঁরবৃত্তগুল নির্দেশ করা গেল 
এবং ০২, 05 তাদের কেন্দ্ৰ । যেহেতু £, L বন্দ; দুইটি ৫ ঘৃত্ত অপেক্ষা 
অনুবন্ধী, ইহাদের যে কোন একটি বন্দ; ৫ বৃত্তের বাহিরে অবাদ্ছত। ধরা যাক 
ৰ বিন্দুই বাহরে অবাচ্থিত এবং ধরা যাক / বৃত্তের K কেন্দ্ৰ ও ০ বৃত্তকে সমকোণে 
ছেদ করে। অতএব ৫ বৃত্ত $ উভয় বৃত্তকেই সমকোণে ছেদ করে। অর্থাৎ 
74 বিন্দু হতে 5, ৫, & বৃত্তের স্পর্শকগুলর দৈর্ঘ্য সমান ৷ 


4. পূর্বের অনুচ্ছেদগুলিতে বৃত্তে অস্তার্লখিত 'ন্রিভজ বা চতুর্ভজের ধর্ম 
আলোচন৷ করেছি। ইহার [বিপরীত প্রশ্ন বৃত্তের মধ্যে বৃত্তের অন্তৰ্লখন আলোচন। 
করব। অয়েলার রেখার ন্যায় ধর্ম একটি বৃত্তের মধ্যে চারটি স্পর্শক বৃত্ত প্রকাশ 
করতে পারে। চারাট বৃত্তের কেন্দ্র যথাক্রমে 0, 0:, 09, ০9০ এবং বৃত্তের মালার 
সকলেই পরম্পরকে স্পর্শ করে (4.23 নং চিত্র দ্রষ্টব্য )। 


4.23 নং চিত্র 


এক্ষেত্রে 0, 0,, 09, 09 কেন্দ্ৰগুলি আয়তক্ষেত্ৰ সৃষ্টি করে। প্রমাণ করতে হবে 
ৰে 098, 09, 0, বৃত্তগুলির ব্যাসাৰ্ধগুলির অনুপাত 1 : 2 : 31 সরল প্রমাণের জন্য 
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বৃহত্তম বৃত্তের ব্যাসাৰ্ধ ধার 1 | সুতরাং 00, = ঠু এবং 0,0, 00, যথারমে-ন 


8715 যাদি 7৪, 0, কেন্দ্রের বৃত্তের ব্যাসার্ধ হয় 1 অতএব 
00,*=00,:+0,05% অৰ্থাৎ 


20764187821 4.91 
(17-78) (z+) ... (4.91) 
(4:91) হতে পাই 7৪ = 4/৫ ৷ 0, কেন্দ্রের বৃত্তের ব্যাসাৰ্থ 3-3-3 এবং 


নির্ণেয ব্যাসাৰ্ধগুলির অনুপাত ₹ : এ :1 অর্থাৎ] : 2:31 


4.1. পরের উদাহরণরূপে চারটি বৃত্ত পরস্পর স্পর্শ করেছে এবং সেক্ষেত্রে 
বৃত্তটির ব্যাসার্ধ 1নৰ্ণম করা । 4.24 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 


4.24 নং চিত্র 
C,, 0, 08 বৃত্তের ব্যাসার্ধ 0, &, ৫ । 4.24 নং চিন্ত হতে তিনটি সমীকরণ পাই ৷ 
এয়ে = ৫৭73, 8457৮175504 = ৫+ 74, 
5২-৭০-7755 9784077555৪ = + ৭ 7, । 


(44450) 2৮5(5:76-9) এ LAK, C 
০০৪১ ন (৫+7,)(647,)" ৪৪ ( 2 ) | 
(55 72-8)(5.-৮-) | 
(2775)00775) ৷; | 
2 [BK,C)_ so(ss-a-b) | 4810 . 
০০ { ) (৫+77877.), ৮. 2 ) ৷ 
_ (%_-&?"০0(%.- ৫-৫) 1 
(৪+73)(65373) | 
এ (44452). ss(ss—b-c) a LAKLB [| 
০০৪ | নল ) Grrjeary (SE ) | 
_, ($৪_ ৫-০)($%8 - ৫-৮) | 
_ (&+7)(৫+73) ) 
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“যেহেতু 24295 + = + | সদ, (4.92) হতে পাই 


RELA CMS 1 PEE 2 DL NE 
NY Rk (E22 ... (493) 


'স্বভাবতঃই ক্ষুদ্ৰতম বৃত্তের, ব্যাসার্ধ ও দু বৃহত্তম বৃত্তের ব্যাসার্ধ নির্দেশ করে। 
2 1 
‘যাঁদ ॥,-2, তে], ৫-৯ & | বাঁজগাঁণতের প্রক্রিয়া নিশ্চিতই 
(1+ Vb) 
এক্ষেত্রে দীর্ঘ । বিস্তাঁরত জানার জন্য কোক্সিটার [17], হাষ্য" [18], রীস্‌ [19] এর 
নাম উল্লেখ কর! হল । 


5. আমরা অনেকগুলি সমরেখ ব। সাবন্দু সম্বন্ধে উপপাদ্য আলোচনা করাছ। 
‘এদের অনেকগুলি জটিলরাশর বীজগাণতের সাহায্যে আঁত সহজেই প্রমাণ করা যায়। 
কোন সংরক্ষণকারী জটিল রাশির রূপান্তর 
০.:2-৯2+%, a0 তে (4.94) 
৫, & জটিল রাশ হতে পারে। কোন সংরক্ষণকারী ধর্মের অর্থ যে কোন দুইটি 
ছেদের জন্য উৎপন্ন কোণ বুপান্তাঁৱত রেখা দুইটির মধ্যস্থ কোণের সমান থাকে। যাঁদ 
এ এর মাপাঙ্ক |]! হয় (4.94) রুপান্তর কেবলমান্ ঘূৰ্ণন ৷ যাঁদ 12171 হয়, 
রেখাগুলির কেবলমাত্র সঙ্কোচন ব! সম্প্রসারণ হয়। পুনরায়, এমন রুপান্তর পাওয়া 
যেতে পারে যে 7 
/ POR কোণ স্থির আদর্শ কোণ, 4 EOR-এ রূপান্তরিত হবে যখন £ এবং 
0 যথাক্রমে 1 ও 0 বিন্দুর অনুরুপ । সাধারণ রূপান্তর হিসাবে লেখ যেতে পারে 
০৫2০, ৮19) : মা z | ... (4.95) 
(4:95) (0, 9) কে (৮, ৫) এ রূপান্তরিত করে। ইউক্লিডের নান৷ উপপাদ্য 
প্রমাণের জন্য নানারকম সুন্দর প্ৰণালী আছে। জ্যাকব স্টাইনার একটি রূপাস্তরকরণ 
আবিষ্কার করেছিলেন যাতে 
/ 408.4 / BDA= / AC'B+ LBDA=-2 সমকোণ (4.25 নৎ চন 
দ্রষ্টব্য অর্থাৎ বৃত্তগ্থ € বন্দু €" এ বুপান্তাৱত হয় এবং 4,B,D অপাৱরবতিত 
থাকে । যথা, 


০: 2-৯৪+-/3 ০০, 22), 2=০০, । ন, (4.96) 
হন 
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অৰ্থাৎ ০০, এ স্থান পাঁরবর্তন করে। যাঁদ 4, 8 পরস্পর অনুবন্ধী হয় এবং 4-৯৪ ঞ 
পাঁরবার্তত হয়, ৪-৯4 তে পাঁরবার্তত হবে। অতএব 7 জটিন সংখ্যাটিকে পছন্দ 
করে নিলেই এরুপ পাওয়। যেতে পারে । অতএব (4.96) 48৫2 রেখাচিন্রকে 
8402 রেখাচিৱে রূপান্তারত করে। এরূপ রূপান্তর অন্তর্ভুন্ত কোণ দিক ঠিক 
রেখে রক্ষণ করে। অতএব আমরা ইউারুডের উপপাদ্য পাই যে একই বৃত্তচাপে 


অবাদ্থিত বৃত্তস্থ কোণগুলি সমান । 


€ 

৫ ৰ? 
A 0 
4.25 নং চিত্ৰ 


আমরা আর একটি নতুন উপপাদ্যের বা দ্বতঃসদ্বের অবতারণা করব। 4.26 নগ 


‘চিন্ত দ্ৰষ্টব্য । 
|| 
হয়৷ 
৫, 


4.26 নং চিত্র 


একটি নির্দিষ্ট বৃত্ত ৫তে 0 বিন্দু অবাস্থিত, কিন্তু P বিন্দু ৫ বৃত্তে অবস্থিত 
নহে। বুপান্তরকরণে যাঁদ 0 -- P,, ০৯৫, তবে € বৃত্ত ০" সরলরেখায় পারণত 
হয়। যাদি ৮৯৮, তবে 7 বিন্দ; দিয়ে ০" সরলরেখার সমান্তরাল একটি মাত্র 
রেখা 2' বিন্দ দিয়ে টানা সম্ভব ৷ 

5.1. এর পরে মিকুয়েলের উপপাদ্যের আলোচনা করব। মিকুয়েলের 


উপপাদ্যের নাম উল্লেখ করে পূর্বে কিছুটা! আলোচিত হয়েছে । িকুয়েলের উপপাদ্য, 
প্যস্কালের উপপাদ্য ও সমূসনের উপপাদ্যের যোগসু্ও কিছু উল্লেখ করা হবে। 
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ধরা যাক্‌ €; (= 1,2,3,4) চারটি নিদিষ্ট বৃত্ত এবং এদের যে কোন তিনটির 
সাধারণ বন্দু নাই । 05, 01+: বৃত্ত দুইটি এ, Bঃ দুইটি বিন্দুতে ছেদ করে। 
প্রমাণ করতে হবে 4; বিন্দুগুল একই বৃত্তের উপর অবাদ্ছত যাঁদ মাত্র 94. 
ববন্দুগুলিও অপর একটি মাত বৃত্তে অবস্থিত হয়। 4.27 নং চিত্র ্রষ্টব্য। ইহাই 
মকয়েলের উপপাদ্য । 


4.27 নং চিত্র 


43484 ত্রিভুজের 4,4; এর মাঝে 4, অবাস্থত, 458, এর মাঝে 85 
বন্দু অবস্থিত এবং 4, B, এর মাঝে 485 বন্দ; অবাদ্ছথিত । অতএব যাঁদ 05 
বৃত্ত অৰ্থাৎ 4,423, এবং 0 বৃত্ত অর্থাৎ 42458, এর 48 দ্বিতীয় ছেদাবন্দয 
হয় ৪:95, বৃত্ত 85 বন্দ দিয়ে যায়। পাশাপাশি 4.28 নং চিত্ৰ আক। হল। 


84 
3 


As 


4.28 নং চিত্ত 


/ 


4.28 নং চিন্তে যাঁদ ধরে নিতে পারি যে 
/ ৪,ট88,=547.8,8,4,== / 4 3493.93== BAA, 24, 81.85== 
35855 ( == সম্পূরক অর্থবহ ) = ... (4.97) 
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তবে তিনটি বৃত্ত ০,১০5, 0৪ পরস্পর ছেদ করেছে এবং 45 সাধারণ ছেদবিন্দ, 
"ও 83, Bs, 42 যথাক্কমে 0008১ 05005,:05005 ছেদাবন্দ্য এমং 
4585 BiB, একই রেখা, 8485১ 8343 একই রেখা ও 45445, 484. 
একই রেখ ৷ এখন জটিল রাশির রূপান্তরকরণ জানা আছে, যাতে 

(৯, 9) বন্দু দুইটি _» (7, ) +4 (4.98) 
এবং একটি সরলরেখাকে একটি বৃত্তে রুপাস্তরিত করা যেতে পারে। কাজেই 
43.818, রেখাকে 4;'8, B,' বৃত্তে রুপান্তর করা সম্ভব । অনুরূপ 48545 
রেখা 485/75-45! বৃত্তে রূপাস্তারত করা যেতে পারে। 4.29 নং চিন্র দ্রষ্টব্য । 
যেহেতু জটিল রাশির রূপান্তরকরণ কোঁণিক মাপ সংরক্ষণ করে, (4.97) সম্বন্ধগুলি 
হতে যাঁদ 4 B,B,B:B:B, B, হতে হয়, 81, Bs, Bs, B,' একই বৃত্তে 


4.29 নং চিত্র 


অবাস্থত। পুনরায় যেহেতু জটিল রাশির রূগান্তরকরণে সরলরেখা সাধারণতঃ বৃত্তে 
পারণত হয় এবং (4.9?) হতে যেহেতু 48544544১54 45442575) 
45. 45,4," একই বৃত্তে অবদ্থিত। 4,'8,B,' একটি বৃত্তে অবস্থিত ও 
4518584 অপর একটি বৃত্তে অবস্থিত হওয়ায় 4,' এই দুইটি বৃত্তের দ্বিতীয় 
ছেদাবিন্দদ। পুনরায় 4,, 4:42:4» রেখায় অবাস্থিত হওয়ায় 42144544514," 
একই বৃত্তে অবাস্থিত ৷ 


5.2. প্যান্কালের উপপাদ্যকে [বিকষ্পরূপে নীচের ন্যায় লেখা যেতে পারে 
একটি বৃত্তদ্ধ তিভুজের তিনটি বাহুর দুইটি করে নিয়ে তাদের ছেদক তৃতীয় বাহুকে যে 
তিনটি বিন্দতে ছেদ করে, সেই তিনটি সমরেখ অথবা বিপরীতে তিনটি ভেদক যে 
তিভুজ সৃষ্টি করে এবং অপর ত্ৰিভুজটির সকলের শীর্ষাবন্দ; বৃত্তস্থ ৷  প্যান্কাল অবশ্য 
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এ উপপাদ্য যে কোন শঙ্কুচ্ছেদের [বন্দু ছয়টির ক্ষেত্রে প্রমাণ করেছিন্নেন । 4.30 নং! 
চিত্ৰ দ্ৰষ্টব্য । 


A™B 
4.30 নং চিত্ৰ 


মকুয়েলের উপপাদ্যের দুইটি রূপ দেখান হয়েছে। অপর উপপাদ্য এরুপ লেখা 
যেতে পারে যে যাদ 1তনটি ভেদকের একটি সাধারণ বন্দ; থাকে এবং এ বিন্দুটি 
নিদিষ্ট ল্ৰিভুজের পাঁরবৃত্তের উপর অবাস্থত হয় এবং পরন্তু যাঁদ ভেদকগুলি ত্রিভুজের 
তৃতীয় বাহুগুলিকে সমরেখ তিনটি বিন্দুতে ছেদ করে; তবে ভেদকগুল ম্রিভুজের 
বাহুগুলির সাহত বৃত্তের পর্যায়ক্রমে সমান কোণ উৎপন্ন করে। ইহ! মবুয়েলের 
‘স্রলরেখ! উপপাদ্য’ ৷ 4.31 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । £4 DZC= + DXA= LDYC। 


1সযূসনের উপপাদ্য মকুয়েলের ত্রয়ী রেখার অপর সংস্করণ ৷ ভেদকগুল পাঁরবৃত্তস্থ.- 


4.31 নং চিত্র 


বন্দ হতে গয়ে বাহুগুলির উপর লম্ব এবং লম্বপাদবিন্দগুলি সমরেখ । কাজেই 
তিনটি উপপাদ্যের ভিতরই সাদৃশ্য রয়েছে । এক্ষেত্রে প্যাঙ্কালের অপর প্রমাণ দেওয়া 
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সমীচীন হবে, যেহেতু মিকুয়েলের “দরলরেখা উপপাদ্য প্যান্কালের উপপাদ্যেরই 
বিশেষ রূপ অৰ্থাৎ 4.30 নং চিত্রের 4), £, £ বন্দ: তিনটি একই স্থানে অবাচ্থিত, 
কিন্তু DE, EF, DF দিকগুল ভিন্ন আবার 1সমূসনের উপপাদ্যে মিকুয়েলের 
উপপাদ্যের ভেদকগুলির দিকগুলি বিশেষভাবে নষ্ট । [িশদ আলোচনার জনয 
ফিশার [20], ডজসন: [21], গুয়েপ্টার [22], ফোর্ডার [23], কার্তাইভেল্স্‌ [24], 
নেভিল্‌ [25] এবং হিউড [26] এর প্রবন্ধগুলির উল্লেখ কর। হল ৷ 


5.3. বাঁদও প্যান্কালের উপপাদ্যের প্রমাণ আগেই দেওয়৷ হয়েছে, তবুও আর 
একটি সুন্দর প্রমাণ দেওয়া যেতে পারে । আমর৷ ষড়ভুজের শীর্ষাবন্দ:গঁল সাধারণ 
শক্ষুচ্ছেদে ন৷ দিয়ে বৃত্তের উপর নিলাম যেহেতু আমরা ইউক্লিডে আমাদের আবদ্ধ 
রেখোঁছ। ধর৷ যাক বৃত্তের সমীকরণ $=01। বড়ভুজের বাহুগুলির সমীকরণগুল 
ধর] যাক 

+=, 9/ =, } = 0, <' = 0, B=0, %? = 0, + (4.99) 
চক্লপৰ্বীয়ে লেখা এবং প্রত্যেকেই বৃত্তে অস্তাঁলীথত। স্বভাবতঃই <, <", 8, ৪, 
7» ?' একঘাত এবং 5 দ্বিধাত রাশি । অতএব 49 গুণফল ভ্রিঘাত। 4.32 নং 
1চনরদ্রষব্য। কাজেই আমরা যাঁদ একটি ব্রিথাত সমীকরণ 

LS=<By | ‘+ (4100) 


নিয়ে একটি ত্ৰিঘাত রেখাচিত আঁকি যাঁদ 7, একঘাত হয় এবং এই রেখাচিত্রের বৈশিষ্ট্য 
হবে যে মড়ভুজের ছয়টি শীৰ্ষবিন্দ,ই ইহার উপর অবস্থিত। স্পষ্টতই }, রেখা 
-এ%৭+"8}"+ ৫ এর অনুরূপ অর্থাৎ £ রেখায় তিনটি ধুবক সংখ্যা আছে। যাদি এই 
[তিনটি ধুবক সংখ্যা ঠিকমত নিৰ্বাচিত হয়, তবে এই রেখাচিত্র বড়ভুজের ছয়টি 
-শীৰ্ষাবন্দ,গামী হবে এবং বিশেষতঃ 


LS- «By=0 
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কে <!)/}/ = 0 তে পরিণত করা সম্ভব । কাজেই <!) =0, */9% 0 এর 
নয়টি ছেদাবন্দুগুলি /,5--0 রেখার উপর অবশ্থিত অর্থাৎ ১9-0 বৃত্তের উপর বা 
5.0 রেখার উপর অবাস্থিত। বড়ভুজের ছয়টি শীর্ষাবন্দ বৃত্তের উপর অবদ্থিত। 
আর বাকী তিনটি 1নাশ্চতই 7,-0 এর উপর অবাস্থত হবে। কাজেই < -০, 
*০/-0 এর ছেদবিন্দ্, 9 =0, ৪’=0 এর ছেদবিন্দু এবং %-0, //-0 এর 
ছেদাবন্দ; সমরেখ বা অন্যরূপ তিনটি যুগারেখা যে জোড়া। বৃত্তের উপর ছেদ করে নাই 
তাদের ছেদাবন্দঃগুলি সমরেখ। 


5.3. এখন 4.27 নং চিত্র ব৷ 4.29 নং চিন্ত দ্ৰষ্টব্য। চারটি বৃত্ত 
15254514589, Sa=Badods', Ss=A4s BBs, 15558414514 5 
আর একটি বৃত্ত 8,'B, B35 কে ছেদ করে। /8."9,3,8, বৃত্তকে 5 দিয়ে 
আঁভাহত করা হল। /.'8:898, বৃত্তকে $=0 দিয়ে [লিখলে এবং * 

SESS SESS ১.১. (4.101) 
হলে, $=0 চতুখাত সমীকরণ এবং বৃত্তরুপে প্রকাশিত হলে বৃত্তের সমীকরণের 
বর্ণ হবে। কাজেই 9, চতুরঘাত রাশি হবে। 9-0 চারটি ছেদাবন্দ্য দিয়েছে । 
5'6=0 বাকী চারটি ছেদবিন্দ; দিবে। (4.101) এর উভয় দক তুলনা করলে 
5'6=0 বৃত্তের সমীকরণের বর্গ হবে। অর্থাৎ $6=0 বৃত্ত বাকী চারটি বন্দ; দিয়ে 
ব্বায়। মিকুয়েলের উপপাদ৷ প্যান্কালের উপপাদ্যের কৌতুহল জাগাবার মত 
সামান্যীকরণ ৷ 


5.4. িকুয়েলের অপর ধরণের উপপাদ্য লিখোঁছ ৷ এক্ষেত্রেও আমর! তিনটি 
'রেখা < = 0, B= 0, } = 0 লিখতে পারি ও $-0 বৃত্ত । L=0 সরলরেখার 
সমীকরণ অর্থাৎ 

LS = «By = (4.102) 
একটি যড়ঘাত রাশির সমীকরণ । যাঁদ «'=0, $' =0,%' =0 তিনটি ভেদকের 
সমীকরণ হয় <) = 0, €'8')' = 0 রেখাগুল ছয়টি বিন্দ্যতে 5 =0 কে ছেদ করে। 
কাজেই ইহাদের বাকী তিনটি বন্দ; =0 এর উপর অবাস্থিত হবে। আর ,একটি 
বিষয় লক্ষণীয় যে (4.31 নং চিন দ্রষ্টব্য) / 270. ও / DYC কোণ দুইটি DC 


‘বৃত্তচাপের উপর অবস্থিত এবং £ DXA, / DZ4 কোণ দুইটি D4 বৃত্তচাপের উপর 


অবদ্থিত। যাদি কোন বৃত্তকে বা সরলরেখাকে জটিল রাশির সাহায্যে রূপাস্তরকরণ 
‘করা হয় বৃত্ত বা সরলরেখ। বৃত্তে পাঁরণত হয়। যদি বুপান্তারত বৃত্ত দুইটি ছেদ করে 
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এবং যেহেতু বৃপান্তরকরণে 'কোণগুলি সংরাক্ষত থাকে, /DAC= 44৮০. 
22024. DXA | 138 


6. আমরা কতকগুলি বিশেষ বন্দর আলোচনা করোছি এবং এসবগুলিই 
ত্রিভুজের সঙ্গে সম্পার্কত। আরও একটি বন্দর বিষয়ে আলোচনা করা অপ্রাসাঙ্গক 
হবেনা ৷ 

ABC একটি নিদিষ্ট ত্ৰিভূজ এবং DEF, 470 এর পারকেন্দ্র 5 অপেক্ষা 
_ পাদীতভুজ। এ বন্দ; 46 ব্রিভুজের পারবৃত্তের যে কোন একটি নৰ্দিষ্ট ব্যাস 
57 এর উপর অবাস্থিত। প্রমাণ করতে হবে যে 

(0) একটি বন্দ 0 এর অবস্থান পাওয়। যেতে পারে যাতে ODK, 081, 
OF ত্ৰিভ,জগুলি যথাক্রমে 457, 8957, ৫5) এর সদৃশ হবে ও 

0) KLM ভ্রিভূজের পাঁরবৃত্ত 0 বন্দ; দিয়ে যাবে, 9 বন্দ; 5/ এর উপর 
যেখানেই অবস্থান করুক না কেন। 


0 1বিন্দ,কে 'ইয়ংম্যানের কেন্দ্ৰ’ বলাহয়। 4.32 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 


4,32 নং চিত্র 


ধরা যাক 4BC ত্রিভুজের অন্তঃকেন্দ্ৰ 1, বিন্দুর একটি বিশেষ স্থান। 97 

রেখার উপর এএ'লম্ব টানা হল। 48 রেখার উপর 7' বিন্দুর গ্রাতফলন বন্দু 0, 

- 51 ব্যাসের অপেক্ষা ইয়ংম্যানের বিন্দু। ধরা যাক H বিন্দু 44980 ত্রিভুজের 

লৰ্বাবন্দু ও 4৫ বন্দ 490 ত্ৰিভূজের অন্তঃবৃত্তের ৪০ বাহুর সাঁহত স্পর্শীবন্দ যাঁদ, 

1480 ত্ৰিভুজের নবাবন্দু হয়, মৰ, 2 1 বিন্দুগুলি সমরেখ এবং 0 বন্দু এই 
রেখার উপর অবাদ্থত । 7.1) 
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আবার প্রমাণিত হবে যে 41007. 4 547. 4942. পু 4200, 
ইয়ংমযানের উপপাদ্য অনুসারে । এতএব ০0%, নবাবিন্দুবৃত্তের D2 বৃত্তচাপকে 
সমাদ্বিখাগুত করে। ধরা যাক ইহ৷ 4 বিন্দুতে সমাদ্বখণ্ডিত হয় । তবে NR রেখ। 
180 বাহুর উপর লম্ব ৷ সুতরাং 

/ 105 LIXO = /.1110. 47108 এবং ঠা, 1}, 0 সমরেখ ৷ অতএব 
27-10-10-$7-1 এবং বৃত্তদুইটি 0 িন্দতে স্পর্শ করে। 4১7 
যথাক্রমে পারবৃত্তের এবং অন্তঃবৃত্তের ব্যাসার্ধ । 

ইয়ংম্যানের উপপাদ্যের সরল প্রমাণ নিম্নরূপ £_ 

AT, BU রেখা 5) রেখার উপর লম্ব এবং 0 বন্দু EF রেখার উপর ?' এর 
প্রীতফলন ৷ ধর! যাক 1" বন্দু EF রেখার উপর K 1বন্দনর প্রাতফলন । এ 
রেখা EF রেখাকে 2 বিন্দুতে ছেদ করে। যেহেতু ০0?" রেখা £/7 রেখাদ্বারা 
লন্বদ্বখাওত হয়, £0= FT ৷ যেহেতু £ বন্দু 4B এর মধ্যাবন্দ এবং 47, BU 
উভয়েই 'U এর উপর লম্ব £U- FT । এতএব 

FO = FT= FU aL টি 1787: (4.103) 


পুনরায় ন 
/1).৮0 = / 2.78 + / 820 = 27074 / EFT 


অর্থাৎ 
LDFO = 248৮4 4 TAE ( যেহেতু 4৪ TE বৃত্তদ্থ চতুর্ভজ ) 


= LAZF= LDSU 
= 4 DFU ( যেহেতু DS রেখা EF এর উপর লম্ব এবং 9 
অনুরূপ 4?" এর উপর লম্ব ) (4104) 
কাজেই 0 বিন্দু 9% রেখার উপর U এর প্রাতফলন। 
এখন প্রন্তাঁবত (7) এবং (71) এর উপপাদ্যের প্রমাণ করা যাবে ৷ 
(0) 2077). / 7%4 = 4274» 44951. অনুরূপ 4০924» 
4971. অতএব 0200, 495 ত্ৰিভুজ দুইটি সদৃশ । অনুরুপ OLE, BJS 
ত্ৰিভুজ দুইটি ও 01417, ০5 ত্ৰিভুজ দুইটি সদৃশ । 
(li) পুনরায় 4401, KML . অর্থাৎ 0 {বন্দু KLM ত্রিভুজের 
পাঁরবৃত্তের উপর অবাস্থিত। 
প্র. অপর একটি শেষ বন্দ; জ্যার্মীততে আলোচিত হয়েছে। ত্রিভুজের 
সঙ্গে যুস্ত নাগেল্‌ বিন্দুর জ্যামিতিক ধর্মের আলোচন। বিশেষ উৎসাহ ৷ জাগিয়েছে ৷ 


11 
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ধরা যাক N দিয়ে নাগেল্‌ 1বিন্দ; আঁভাহত কর! হয়েছে। 486 ন্িভজের 
1, 19, 1৮,175 যথাক্রমে অন্তঃকেন্্র এবং বাহধকেন্দ্রগুলি । 4৫, 742১ 7, 2, 
যথাক্রমে BC এর সাঁহত স্পর্শীবন্দ7, 77, Ya» 1৮, Y০ যথাক্লমে 04 এর সহিত 
স্পর্শাবন্দ; এবং 2, 29, 25, 2০ যথাক্রমে 4B এর সাঁহত স্পর্শবন্দ; ৷ 


4.33 নং চনৰ দ্ৰষ্টব্য । 


4.33 নং চিত্ৰ 


যেহেতু AZ=AY, BX=BZ, CY=CX 

AZ. BX. CY= BZ. CX. AY <. _. (4.02) 
সেভার উপপাদ্য অনুসারে 4%, BY, ৫৫্ৰে বেখাগুঁলি সমাঁবন্দ:। অনুরূপভাবে 
44445859504 নাগেলু বন্দ"? এ সমাঁবন্দ, । অনুরুপ 44415১78705, 055, 
এবং 97১, 0৮,414 ও 02০,42৯, BZ, ন্ৰয়ীগুলিও সমাবন্দু ৷ 4470 এর 
অন্তালিখিত বৃত্তে 4 বন্দ; % বিন্দুর ব্যাস-ীবপরীতে অবস্থিত । সেভা রেখা 4117, 
"বন্দ, দিয়ে যায় ॥ যাঁদ 6 1বন্দ; 480 ন্রিভুজের ভরকেন্দর হয়, 210 = GN ৷ 
নাগেল বিন্দুর বিস্তারত আলোচনার জন্য চেষ্টার [27], ভডিকিন্‌সন ও 
উইনে-উইলসন্‌ [28] এর প্রবন্ধগুলির উল্লেখ করা হল ৷ 


8. আমর। এর পরে মোংগের উপপাদ্য আলোচন| করব । এই উপপাদাটি 
গ্যাসপার্ড মোংগে আবিষ্কার করেছিলেন। এই ফরার্সী বৈজ্ঞানিক নেপোিয়নের 
বিশেষ অন্তরঙ্গ বন্ধু ছিলেন ৷ ধর৷ যাক তিনটি অসমান ব্যাসাৰ্ধের বৃত্ত কেহ কাহাকেও 
ছেদ করে না এবং একই সমতলে অবাস্থিত। প্রত্যেক জোড়া বৃত্তের এক জোড় 
সাধারণ স্পর্শক আছে। মোংগের উপপাদ্যে প্রমাণ কর! হয়েছে যে, যে তিনটি 
1বন্দ;তে স্পৰ্শকজোড়াগুলি মিলিত হয়, সেগুলি সমরেখ ৷ 4.34 নং দিত দ্রষ্টব্য ৷ 
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থর! যাক ০,(1=1,2,3) বৃত্ত তিনটির সমীকরণ 
(x-hi)* +0-k,):=a,? (0 = 1,2,3) ন, (4.106) 


4.34 নং চিত্ৰ 


বিন্দুতে যদি ০২, ০০ বৃত্তদুইটির স্পর্শকদুইটি মালত হয় এবং যদি ইহার দ্থানাঞ্ক 
(৯৪, 3৩) হয়, যেহেতু ০২৯ ৫৪ বৃত্তের কেন্দ্র হতে সাধারণ স্পর্শকের উপর হতে 
লম্বগুললির অনুপাত স্পর্শকদ্ধয়ের মিলনাবন্দনর কেন্দ্রগুলি হতে দৃরত্বের সমানুপাতী 


2৪ 71  Xs—hs ও 09 -:10 205 -/5 
a; as a; as 


অর্থাং ৮৪- 215 4 65%; ও 75 81009 ask, 


৫4.92 22705 
_০5%5-2505 ও. _ এতে 2০৮ 
অনুরূপ %ঃ দক Ys রা --- (4.107) 
_ 08/%3 4 019 ৰ = 09503. 03102 
ঃ ARE AU Ve as- a; | 


যেখানে 4 (%, 72), 20655 9)2), (5, Ys) - যদি (%,, Jah (Xs, Ya) 
এবং (৯৪, )৪) বন্দ; তিনাটিকে সমরেখ হতে হয় তবে 

28-09 939 = ৫,১)%৷। ০6410 - 94103 

৫2-09 ৫38 72512 Asks "08109 

83-91 Ash = ৫119 Ask, 49395 
হতে হবে। স্পষ্টতই ইহা সত্য এবং 2%, Y, 2 বিন্দ তিনটি সমরেখ । নেপোলিয়ন 
যে নিজে গাঁণতে আগ্রহী ছিলেন তাই নয়, তিনি সব সময়েই সমস্ত অভিযানে 
1বিদ্বজ্জন সঙ্গে নিয়ে যেতেন যাতে তান বাজত দেশের জ্ঞান আহরণ করে নিয়ে 
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আসতে পারেন ৷ বিস্তৃত আলোচনার জন্য ওয়াকার [29] এর প্রবন্ধ উল্লেখ করা 
হল। 


8. আমরা পূর্বে ত্ৰিভজের ভিতরে সাতাঁট বৃত্ত একোছ। এখন আমরা 
বৃত্তের ভিতরে মোট ছয়াট অর্থাৎ সবসমেত সাতাঁট বৃত্ত আঁকব। ধরা যাক পাঁচাঁট 
বৃত্তের মাল৷ 194,598, 198,545 56 তৈরী হয়েছে । এদের প্রত্যেকেই মালার মধ্যে 
আগের বৃত্তকে স্পর্শ করছে এবং অপর একা নির্দিষ্ট বৃত্তকেও স্পর্শ করেছে 
(4.35 নং চিত্র দ্রষ্টব্য )। না্দস্ট বৃত্তকে € দয়ে নির্দোশত করলাম। 79 বৃত্ত 


| 4.35 নং চিত্র 


বৃত্তমালার শেষ দুই মাথার বৃন্তগীলকে এবং € বৃন্তকে স্পর্শ করে। ফলে ছয়টি 
বৃত্তের একটি বন্ধ আবর্তের সৃষ্টি হয়েছে। 5 অন্ততঃ একরুপে নেওয়া যেতে পারে 
যে তিনটি {বিপরীত বৃত্তের ৫ বৃত্তের সঙ্গে সপর্শাবন্দুগুলি যোগকারী রেখ! তিনাটি 
‘6 বৃত্তের কেন্দ্ৰে সমাবন্দ । 


প্রমাণের জন্য আমরা সামান্য জাঁটিল রাশির বীজগণিত ব্যবহার করব। ধরা 
বাক € বৃত্তের ব্যাসার্ধ 1 অর্থাৎ ০: | হ | =] ছয়াট স্পর্শাবন্দুর নির্দেশক. 
জাঁটল রাশিগুলিকে ধরা যাক 4; ! /=exp (16), [= 1, 2, 3, 4, 5, 6 
€)- </-1)। ৬, বৃত্তের কেন্দ্রকে 81 দিয়ে নির্দোশত করা হল এবং বৃত্তের 
ব্যাসার্ধ 7£$। যাদ 5; বাহাৰ্বন্দতে স্পর্শ করে ৩৪৯1] এবং ৪1 
বাদ 5; বৃত্ত € দিয়ে পাঁরবৃত থাকে । নীচে বাভিন্ন রকমের সম্ভাবনা দেওয়া হল । 
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71575 এর মান 1, এ এর মান কেন্দ্ৰগুলির পারস্পরিক দূরত্ব 
নী Vm আজান 
rs rs 52. ৰ 
(a) 1-5, 1-9 0<s,<l, 0445৪ 441. ri+ra=2-5i-532 
(9) 53২7-15-11 ১৮০1 ৬৪৯৮]:75 17235. 7 ৪2 2 
Ces, ০১ <! ৪৫178715272 -55 755 
(4.108) 


সবকয়টি ক্ষেত্রেই 5, 59 এর দূরত্ব দাড়ায় 


| 5515. _ 5912 18 (5345 55150055138 _ 5545) 
= (2 -*/০}({৮ - 22) ... (4.109) 
মো 
যেহেতু 1,1} = 1 । (4'108) হতে পাই যে (4.109) এর মান হবে (2-5, -5)%। 


(4.109) হতে মানের তুলনা করে পাওয়া যাবে 401,253) এর প্রাতসম 
অপেক্ষক 


৮১-০0-5878 .. 4110) 
(4.110) এর উভয় দিকই প্রাতসম অপেক্ষক আমরা যাঁদ (৫ না কে 7.5 
দিয়ে নির্দেশ কার, ৷ 

fiafsifec Sas fined 
অর্থাং 
15 -15)5045 -15)5(৫5 - to) = (৫2715)05 _45)20/6 45) 
(4.11. 
যেহেতু (4.35) নং চিত্রে হতে পাঁরষ্কার দেখা যায় যে 
44418445457 4 454445 42454545 
_ ০০ [tas = tats -15) 1 
নি [_ ঢ় 19)(15 Ww 15005 তু 16) } 
= 079 {+ 1} =nr ১৯ ১১ (4.112) 


যেখানে % ধনাত্মক পূৰ্ণ সংখ্যা, উত্তল ষড়ভুজের ক্ষেত্রে %- 2, 
1৫575450657 1০005 16) = = (1৪ _ 13)(14 _ 1 5)(1৪ _ 13), 
(4.113) 
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(4.113)  সম্বন্ধটি 4444, 4০445, 454, সমাবন্দু হওয়ার শর্ত। আবার 
(4.113) কে কথায় প্রকাশ করলে 
LAdiAaAst LAsAAs + / 4:44. ল:/.4424545 
+:.4445446.+4454$এএ _ 27 seed (4.114) 
উপরের প্রমাণের জন্য জটিল রাশির বাঁজগণিত ব্যবহার না৷ করে ্রিকোণামাঁতর 
সাহায্যও নেওয়া যেতে পারে। বথা, যাঁদ 4,04, = হয়, 


Aids =4 sin? (৪ -2-2 0938 


2 Lt (Pata) | 14115) 
29,993 


(4.115) পেতে (4.109) ব্যবহার করা হয়েছে । অতএব 
147 


AAs =i +72)5 (63. 59)5] 


সেয়ে 
অর্থাং 
22.00৪ 6-1057)5-08-75))- drrs (4.116) 


9.9 5152 
দেহেতু (4.108) এর (9) হতে 75 -r2= 94 _32 | স্বভাবতঃই (4.114) প্রমাণ 
করা আয়াসসাধ্য। একারণেই জটিলরাঁশর বীজগাঁণতের ব্যবহার পছন্দ কর! 
হয়েছে। বস্তুত আলোচনার জন্য কাণ্ড [32] এর প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল। 


9. এর.পরে আমরা অয়েলার রেখার কিছু ব্যাপ্ত এবং নবাবন্দুবৃত্তের পারবে 
অষ্টাবন্দুবৃত্তের আলোচনার রেখার কিছু ব্যাপ্ত এবং নবান্দাবৃত্তের পাঁরবর্তে 
অস্টবিন্দ্যবৃত্তের আলোচনা করব। 

ধরা যাক 480 চতুর্ভ্ 4 ব্যাসার্ধের বৃত্তস্থ । যেহেতু ত্ৰিজুজগুলির 
প্ররিকেজ্ৰযলি এবং চতুর্জের পারকেন্দ্ একই বন্দ, স্পষ্টতঃই প্রত্যেকেরই 
অয়েলার রেখাগুলি সমাবন্দু। নীচে প্রমাণ দেওয়া যাবে যে চারটি শ্ৰিভগের 
লঙ্বাবন্দগুলি একটি বৃত্তহ্ চতুর্ভূঞ্জের শীধাবন্দগ্ীলতে অবস্থিত এবং চতুর্ভজাট 
মূল চতুর্ভজের সাঁহত সর্বসম । এই দুইটি প্রমাণিত সিদ্ধান্তের ফলে স্থির হবে যে 
চারটি প্ৰিভ,জের নবাঁবন্দংগুল এবং ভরকেন্্রমাও বৃত্তস্থ চতুর্ভজে অবস্থিত ৷ এবং 
এই বৃততস্থ চতুৰ্ভুজ মূল চতুভুর্জের সাহত সদৃশ, কিন্তু বাহুগুল মূল চতুর্ভজেঃ 
ৰাহুগুলির দৈর্ধোর, অর্ধে ও একতৃতীয়াংশে যথাক্রমে সঙ্কোচিত। অন্তঃকেন্দ্রগুলিও 
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একটি আয়তক্ষেত্রের শীর্ষাবন্দ:গলতে অবাস্থিত। এরুপ জ্যামিতিক ধর্ম সত্যই 
প্রাথামক জ্যামাতর প্রত কৌতুহল জাগায় । 

ধরা যাক 424, Hs, 20,282 যথাক্রমে BCD, CDA, DAB, ABC 
্রিভূজগুলর লঙম্বাবন্দ;। 4.36 নং চিত্র দ্রষটব্য। 4BCD বৃত্তস্থ চতুর্ভজ | 
অতএব 


4.36 নং চিত্ৰ 


AHp =2R cos ZL DAC=2R cos ZL DBC= BH, ১১ (4.117) 

পুনরার 4H; রেখ। BH, এর সমান্তরাল । অতএব AHH B একটি 
সামান্তারক ৷ অনুরূপ কারণে DA HC একটি সামাস্তারক ৷ কাজেই 
H,HsHcHD চতুর্ভজ 4BCD চতুৰ্ভমজের সহিত সর্বসম । 4H, কর্ণ ও 
BH; কর্ণ পরস্পরকে সমাদ্বখণ্ডিত করে। ধর৷ যাক সমদ্বিথগুনের ছেদাবিন্দ; 51 
অনুরুপ কারণে 73০, DH কর্ণ দুইটি $1বন্দ;তে পরস্পর সমাদ্বিখাতত করে। 

আবার 4 বন্দ; অপেক্ষা BCD ত্ৰিভ;জের [সমূসনূ রেখা 4H এর মধ্যা বন্দ, 
দিয়ে যায় অর্থাৎ 9 বন্দ; দিয়ে যায়। এই ধর্ম &, C, 4) {বন্দ;গুলি অপেক্ষা 
বথারমে CDA, DAB, ABC নভ্রিভূজগুলর 1সমূৃসনূ রেখাগুীলর ক্ষেত্রে 
প্রযোজ্য । 

যেহেতু 4594 রেখা 7707 রেখার উপর লম্ব, 194 রেখা HHH, 
ত্ৰিভূজের উন্নাত। আবার যেহেতু Hঃ ০ এবং BCD ত্রিভজ দুইটি সবসম এবং 
এটা৪= 811, A বন্দ; HsHcHD ৱিভাজের লম্বাবন্দ7॥ অনুরূপ ধর্ম B,C, D 
বিন্দগুলির ক্ষেত্রেও পাওয়া যাবে। অতএব 4BCD চতুর্ভজ ও 47411717012 
চতুৰ্ভুজ দুইটির একই পিমৃসন্‌ বন্দ: ৷ এই পাঁরচ্ছেদের 1.5 অনুচ্ছেদের শেষাংশ 
্রষ্টব্য। কিন্তু এখানেই শেষ নয়! আরও প্রমাণিত হবে যে 4 1বিন্দ; অপেক্ষা 
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BCD ব্রিভুজের সিমসন রেখা ও 414 বন্দ; অপেক্ষা ৷ প্র 80189 তিজজের 
সিমৃসন্‌ রেখা একই রেখ! ৷ | 

ধরা যাক 4 বন্দ হতে DC, BC বাহুর উপর লম্বগুলি যথাক্রমে 7, 84 
বিন্দদতে ছেদ করে এবং B হতে DC, AD এর উপর লক্বগুলি যথাক্রমে £, 0 
বিন্দূতে ছেদ করে। ধরা যাক 17477517617 চতুর্ভবজের ক্ষেত্রে অনুরূপ বন্দ 
যথাক্রমে 7১,741, 721,011 সুতরাং LSM রেখা 4 বন্দু অপেক্ষা BCD 
্রভুজের সমৃসন্‌ রেখা ৷’ এবং 7,/$74+ রেখা 174 বিন্দ অপেক্ষা 17517275 
ত্রিভুজের [সমৃসন্‌ রেখা ৷ যেহেতু 4418174179 একটি সামান্তারক ও 15”, AH, 
রেখার মধ্যাবন্দ, এবং যেহেতু AL_' HL একটি সামাস্তারক, $' [বন্দ LL! রেখার 
মধ্যাবন্দয। অতএব 75 রেখা 7, বন্দ দিয়ে যায়। 

ধর৷ যাক 0, ৮ বিন্দগুল যথাক্রমে € বন্দ; হতে 4D, 48 বাহুর উপর 
লম্বপাদাবন্দ; এবং %, Y যথাক্রমে € বন্দ; হতে BC, 4B এর উপর লম্বপাদাবন্দ্‌। 
পুনরায় ধর৷ হল যে, 42475130170 এর এক্ষেত্রে অনুরূপ বিন্দুগুীল যথাক্রমে 
01, 71১ X', Y'। তবে আমর! প্রমাণ করব যে আটটি বন্দ, PLL, 77, ৮, 
+, 1, V', Y একাটি বৃত্তে অবাচ্থিত। এই বৃত্তের কেন্দ্র সিমূসন্‌ বিন্দ 51 
অনুরূপ ধর্ম 0, ॥, 0%, এ, 0", }/', 0, 7. ববন্দগুলির ক্ষেত্রেও 
পাওয়। বাবে । 

আবার $V = SL এবং $U= $14’ ৷ আমর! প্রমাণ করব ষে UV'= 3%/'], 
এবং UV=LM অর্থাৎ 07+ UV'=LM+L'M বা 17-777 এবং 
S$৮'=5L। আমরা পাই যে SU= SV’ - 079" = SL- ML = SM’ অর্থাৎ 
UV'= M'L যেহেতু ৯৮" = SL অনুর্পে UV = LM | 

তৃতীয় অষ্টাবন্দুবৃত্ত 4800 চতুর্ভজের শাঁযগুলি হতে কর্ণ দুইটির উপর লম্ব 
এ'কে পাদাবন্দুগুলি দিয়ে পাওয়া যাবে । এই অষ্টাবন্দ বৃত্তের 4.32 নং চিত্রে আকা 
সুবিবেচনার কাজ হবে ন৷ এই চিন্রটিকে আৰ্তারন্ত জঙ্গলাকীর্ণ না করার জন্য 
কেবলমান্ প্রধান প্রধান বিন্দ:গুলিই চিত্রে দেওয়। হয়েছে । অন্যগুলি বর্ণনা হতে এ‘কে 
নেওয়া মোটেই কঠিন হবে ন! ৷ 

উপরে যে প্রমাণ দেওয়া হয়েছে সেটি সহজতর ও সামান্যীকৃত প্রমাণ কিছু 


> > 
ভেক্টর বাঁজগাঁণতের সাহায্যে দেওয়া যেতে পারে ৷ ধরা বাক ০, £4, 4,4, যথাক্রমে 
43448 ৱ্ৰিভজের পাঁরকেন্দ্র ও ও ভরকেন্দরের স্থানিক ভেক্টর সুচিত করে। তবে 
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(1-1) LSS বিন্দু 4, 4545 ত্রিভুজের অয়েলার রেখার উপরি 
কোন বন্দু যাঁদ 2 ধুব সংখ্য৷ হয়। এই বন্দে সাধারণভাবে “বন্দ বলা 
হয়। স্পষ্টতঃ )-এর 1বাঁভন্ন মান নিলে আমরা। 44945 ন্রিভুজের লম্বাবন্দ 
বা অন্যান্য অনুরূপ 1বন্দ, পেতে পাঁর। ৰ, বিহু পাঁরকেন্দ্রকে মূলাবিন্দ, 


ধরে নিলে, ব্রিভূজের পাঁরকেন্দ্রের সমীকরণ | 7 1» | a | =৫ রূপে লিখতে পাঁর ৷ 


অবশ্যই এ ধুবসংখ্যা ধর৷ হয়েছে। ধরা যাক এই বৃত্তটিতে 441, 49, 4৭ বিন্দু 
শতনটি এবং চতুর্থ বন্দ; এ, দিয়ে যায় ও এই বিন্দু চারটির 0 ভেব্টুর 
ৰ টি ঢ় এ, দিয়ে যথারমে সুচিত । কাজেই 12. 151.9. |=! aঃ I= 
[2 |= ৫ ৷ এখন যাঁদ কোন ‘বন্দ; এরুপে সূচিত হয় 


=> ৯8৮৯ পৰাটো 
ত; =) (qs 70879), (৯1, k,l), ধুব 


তবে নীচের সম্বন্ধাট সত্য হবে 


4 
7287 A A 
I-23 Salat 


m=1 


=== eed এ —> শা 1৭] 
-যাঁদ 7৫ কে ro= ৯ ৫ লেখা যায়, IS rosa 


mei 


উপরের সন্বন্ধাট নির্দেশ কয়ে যে 54১ 52, 55, $$ বন্দুগুঁল এমন. একাঁট 


৬ 4 
“বৃত্তের উপর অবাস্থিত যার কেন্দ্র 5 ৭% এবং যার ব্যাসার্ধ । ৷ পুনরায় 
m=1 


৯ লাস্ট 
sisi = 4 4; অর্থাৎ 555555, চতুর্ভজ 4:49454, চতুৰ্ভমজের 


সাঁহত যথাক্রমে পরোক্ষভাবে বা প্রত্যক্ষভাবে সদৃশ যখন ॥ যথাক্রমে ধনাত্মক বা 


tte 
খণাত্মক ধুবসংখ্য।। যদি A=! হয়, 5, বন্দ; 42454, ‘ত্রভুজের ভৱকেন্দ্ৰ, 


—>. শি 
59 বিন্দু 44,:4,,4৩ ভ্রিভূজের ভরকেন্দ্র, ৪৪ বিন্দ্য 44545 'ন্রিভুজের ও 
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৯ ৰদ 45445 ত্রিভুজের ভরকেন্দ্র। যাঁদ ॥=3 হয় 5 বিন্দুগুলি 
? a টে 3 ত 
48418475 177), 1 1 ম্িভুজগুলির লঙ্বাবন্দযগুলি। যাদ ৭স্নু হয়, 5 


বিন্দগুলি 45474 ত্ৰিভজগুলর যথাক্লমে নবাবন্দ্‌গলি। ৯-এর বিভিন্ন মানেয় 
জন্য পূর্বের উপপাদ্যের সামান্যাকরণ সম্ভব হল। উপারালাঁখ ত প্ৰমাণাটি পাওয়া 
গিয়েছে ডঃ অরুণ সান্যাল, আই. আই. টি. থক্লগপুৱের নিকট হতে। 

এখানে আরেকটি সংযোজন করা যেতে পারে। 

ধরা যাক্‌ 4, 43, 4৩, 4, বিন্দ:গুলি একই বৃত্তে অবাদস্থত, যার সমীকরণ 


4 
11-4, এবং 7, =} টি কে এই চারটি বিন্দুর -বিন্দঃ বলা হচ্ছে। 
m= 
এবার এই বৃত্তের উপর পাঁচটি বন্দু নেওয়৷ হল 455 ds, As, As, As এদের 
থেকে আমরা 5, = 5টি চার বিন্দু পাচ্ছি। প্রাতটি চার বিন্দদর একটি করে 
॥ বিন্দু থাকবে, এবং এই পাঁচটি ) বিন্দু একই বৃত্তে অবস্থান করবে । 


ধরা বাক্‌ 4, 42454, এর ৭-বিন্দ্য &; তাহলে 


m=1 * m=] 


5 হু 
৮১ > 
যদি ৰ টি ৫৮৯15 লেখা হয়, 7০ 1৫, বিন্দুর স্থানিক ভেক্টর হবে। 
tm=1 
৯ » A 
=? Do=bs= হ ৫5 


[| 


সার্ক |ঠ8-/7০|= এ los |= 


lAla 
i 


তার অর্থ B, এবং অনুরূপভাবে বাকি &; (/-1, 2, 3, 4) 18-7, [141 


বৃত্তের উপর অবাস্থিত। 4, কে 45454545445 পাচশীবন্দুর ১-বিন্দ; বলা 
যেতে পারে । অনুরূপভাবে আমরা বৃত্তস্থ %-ীবন্দূর “বন্দু পেতে পার । 

এই পারচ্ছেদে আমর প্রধান প্রধান জ্যামিতিক বৈশিষ্ট্যপূৰ্ণ রেখা ও বিন্দুগুলর 
না ও ধর্ম স্থান দিরোছি। সিমৃসন্‌ রেখার একাধিকবার উল্লেখ করোছ। এই 
রেখার বস্তুত আলোচনার জন্য গাই [31], কোকিটার [32], আ্যান্রোস্‌ [33] এর 
পুস্তক বা প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল। 
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11. 


12; 


প্রগ্নমাল। - * 


একটি নিৰ্দষ্ট ত্রিভুজ 40 এর প্রত্যেকটি শীর্ষাবন্দ; দিয়ে বিপরীত বাহুর 
সমান্তরাল করে রেখা আকা হল । এই নতুন ত্রিভুজের লম্ব সমদ্বিখগকগুলি 
সমাবন্দ; ধর্ম হতে প্রমাণ কর যে কোন ত্রিভুজের শীর্ষ হতে নম্বগুলি 
সমাবন্দু। 

যাঁদ অয়েলার রেখা ত্রিভুজের কোন শীর্ষ দিয়ে যায়, প্রমাণ কর যে ত্ৰিভ:জটি 
সমকোণী বা সমাদ্ববাহু বা সমকোণী সমাদ্বিবাহু হবে ৷ । 
যাঁদ অয়েলার রেখা 480 ত্রিভুজের 80 বাহুর সমাস্তরাল হয়, প্রমাণ কর 
যে /& এবং £ ৫ কোণ tan 81881 ৫=3 সম্বন্ধের সম্ভাব্য সমাধানগুলি 
হবে । / 

বৃত্স্থ পণ্ডভুজের ক্ষেত্রে স্থানাঙ্ক জ্যাঁমীত ও ত্ৰিকোণামিতির সাহায্যে 
সামান্যীকৃত অয়েলার রেখার ধৰ্মগুলি প্রমাণ কর ৷ 

নবাবন্দু বৃত্তের বিকপ্প জ্যামিতিক প্রমাণ দাও। 

জ্যামীতর সাহায্যে বা অন্যরুপে প্রমাণ কর যে স্থূলকোণাঁ ত্রিভুজের পারকেন্দ্ৰ 
ন্রভূজের বাহার্দকে পড়ে । 

একটি নিৰ্দিষ্ট ত্রভূজ 490 এর BC, C4, 4B বাহুগুলির উপর যথাক্রমে 
0, V, 77 তিনটি 1বন্দ; ৷ প্রমাণ কর যে এই 1বন্দ্যগুলিতে লম্বগুলি 
সমাবন্দ; হবে যাঁদ একমাত্র সম্বন্ধ AW* + BU? + ১ = WB? + 
UC: + 745 পূর্ণ হয় (কোক্সটার [34] ) ৷ 

একটি নার্দষ্ট ভ্রিভূজের পারবৃত্তের উপর সাধারণ বিন্দৰ অপেক্ষা এ ত্ৰিভমজের 
1সমৃসন্‌ রেখার সমীকরণ লিখ। আবার এ ত্রিভুজের মলের সমদ্ববাহু 
'ন্রভূজের বাহুগুঁলির সমান্তরাল [সমৃদন্‌ রেখাগুলির সমীকরণ লিখে দেখাও 
যে এরূপ 1সমূসন্‌ রেখার আস্তত্ব সম্ভব । 

4.23 নং চিন্তে 0,090, ভ্রিভূজের বাহুগুলির বিকপ্প মানগুলি লিখ । 
মেরুরেখীয় সমীকরণ 7৮৫ (1+2 ০০% ৪) এর রেখাচিত্র আঁঞ্কত করে 
দেখাও যে চিন্রটি মানুষের হৃদ্যস্ত্ৰের ন্যায় ৷ 

কোন ত্রিভুজের ভূমি ও বিপরীত শীর্ষকোণ নিদিষ্ট হলে এ ত্রিভুজের 
নববিন্দুর সণ্ডারগথ নির্ণয় কর । 

জটিল রাশর বাজগাঁণতের সাহায্যে প্রমাণ কর যে যাঁদ 41, 8 0" অন্তঃস্থ 
বিন্দু 2 এর ABC ভ্রিভূজের যথাক্রমে শীর্ষাবন্দুগুল 4, 8, 0 তে 
প্রাতফলনাবন্দ হয়, 4'B'C, 4810, 41801, ABC পাৱবৃত্তগুলি 
সমাবন্দ। 
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13. , জটিল রাশির বীঁজগণিতের সাহায্যে প্রমাণ কর যেকোন নির্দিষ্ট বৃত্তস্থ 
চতুভর্নজের বাহুগুলির মধ্যাবন্দ; ?, 0, &, $ হতে বিপরীত বাহুগুলির উপর 
যথারুম লক্বগুলি সমাবন্দ: যাঁদ PR, 05 রেখা দুইটি 7' বিন্দমতে ছেদ 
করে তবে একইরূপে প্রমাণ কর যে 7’ বিন্দ; চতুভজের পাঁরকেন্দ্র হতে 
সমন বন্দর দূরত্বের মধ্যাবন্দ; ৷ 

14. বাঁদ এ, 81, €,, D, বিন্দমগুলি ABCD চতুষ্কোণের যথাক্রমে BCD, 
CDA, DAB, ABC ভ্রভুজের লম্বপাদন্রিভূজের পারকেন্দ্র হয় তবে প্রমাণ 
কর যে 4, B,C, D, চতুণ্কোণ ABCD চতুষ্কোণের পরোক্ষ সদৃশ। 

15. বাঁদ কোন চতুচ্কোণ বৃত্তে অন্তালাখত হয়, তবে ইহার কর্ণাবন্দুগুলির ত্ৰিভুজ 
আঁঙ্কত করে প্রমাণ কর যে 'ভ্রিভূজের দুইটি বিন্দুতে স্পর্শকগুলি ভিভজের 
তৃতীয় বিন্দুতে মিলত হয় ৷ ' 

16. কোন ষড়ভ্‌জের শীৰ্ষাবন্দ:গুলির স্থানাৎ্ক যথাক্রমে (1, 0), ছা তু), 
Gs sh (i Zh ৫ -)) লা |] -)}} এৰ 
বৃত্তে অন্তালাখত ৷ এই ষড়ভুজের ক্ষেত্রে প্যা্ধালের উপপাদ্যের সত্যতা 
প্রমাণ কয়। 

17. দুইটি বৃত্ত ও 0 একটি বৃত্ত ৫কে যথাক্রমে এ ও B 1বন্দ,তে উভয়েই 
বাহাদিকে বা অন্তাঁদকে স্পর্শ করে। প্রমাণ কর যে দুইটি বৃত্ত পাওয়৷ যেতে 
পারে যার৷ 0, ও G বৃত্তগুলিকে স্পৰ্শ করে যাদ 

4৮.40 

PB ™ OB 
যেখানে 2, 0 (বন্দ; দুইটি যথাৱমে € বৃত্তের সাঁহত এ দুইটি বৃত্তের 
স্পৰ্শাবন্দ; দুইটি ৷ 


Oriental Mathematics may be interesting curiosity, but 
Greek Mathematics is the real thing, Greek Mathematics is 
permanent. Archimedes will be remembered, Aschylus is 
forgotten, because languages die and mathematical ideas 
do not. 


G. H. Hardy 
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পঞ্চম পর্রিচ্ছেদছ 
পাটীগণিতের সংখ্যার সহিত সম্বন্ধযুক্ত জ্যামিতির চিত্ৰগুচ্ছ 


1. আমরা প্রথমে বগক্ষেত্রের শীৰ্ষগুলিতে আলাপন সাজিয়ে অনেকগুলি পাট 
"ও সার প্রস্তুত করলাম । তারপর আলোচ্য যে এই আলাপিনগুলির যে কোন 
চারাঁটকে শীধাবন্দ; করে কত রকমের বৰ্গক্ষেত্ৰ আঁকা সম্ভব ও তাদের ক্ষেত্রফলই বা 
কত। যে বঙক্ষন্রাট ক্ষুদ্রতম হবে তাকে যদি একক ক্ষেত্ৰফল বলা হয় তবে সেই 
বর্ক্ষেত্রাটকে 1-অঞ্কনযোগ্য বলব। 5.1 নং চিত্র দ্রস্টব্য। চিত্ত হতে পারক্ষুট 
যে], 2, 4, 5, 8১9 বগক্ষেতগুলি অঞ্কনযোগ্য। কিন্তু 3, 6 বা ?-এককের 


জা 
7২. 


5.1 নং চিত্র 


বৰ্গক্ষেত্ৰ আঁকা সম্ভব নয়। লক্ষ্য করতে হবে যে 21419, 5=25+15, 
8=2%+2%, 9 =3%40%। কাজেই % সংখ্যাটি অঞ্কনযোগ্য যদি ॥-কে 
= ৫ + & বুপে প্রকাশ করা যায় যেখানে এ, & উভয়েই পূর্ণ সংখ্যা। অন্যরূপে 
লিখলে (/): _৫5+। যেহেতু দুইটি বর্গের যোগফলকে যখন 4 দিয়ে 
ভাগ করা যায়, ভাগশেষ 0 বা 1 থাকে, (443) অঞ্কনযোগ্য হবে না যাঁদ ॥ 
কোন ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্যা হয় বা শূন্য মানের হয়। পুনশ্চ কতকগুলি সংখ্যা 
(41+ 3)-এর দলের না হয়েও অঞ্কনযোগ্য নয় যথ৷ 6। অতএব যেসব সংখ্যা 
অঞ্ষনযোগ্য তা নির্ণয় করার জন্য সাধারণ নিয়মের প্রয়োজন । _ 


যাদি কোন মৌলিক সংখ্যাকে (4%+ 3) রূপে প্রকাশ ন! করা যায়, ইহাকে 
অবশ্যই দুইটি বর্গের যোগফলরূপে প্রকাশ কর! যাবে । কারণ যে কোন আলাপনের 
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কোন স্থানাঙ্ক (2741) বা 27% রূপে প্রকাশ করা যাবে। এবং সেইহেতু 


কর্ণের বর্গ 
(2m+ 1)% + (21)? বা (2m): + (28)* বা 07251)? + (251)? 
(51) 


(5.1)-কে সাজয়ে লিখলে দাড়ায় 
40715 172) + 40777771) + ] বা 4071 78) 12 ৪৫1052) 

(5.2) হতে স্পষ্ট দেখা যায় যে যাঁদ কোন মৌিক সংখ্যা (4+ 3) রূপে প্রকাশ 
না করা যায়, তবে এ সংখ্যার বর্গক্ষেত্রাকারে সজ্জিত আলাপনগুলিকে শীর্ষ করে 
ব্ক্ষেত্র আঁকা যাবে । অতএব 

2) 5, 13, 17, 29, 37, 41, 53, 61, ... ইত্যাদি সংখ্যা অঞ্কনযোগ্য। 
কোন যুগ্মসংখ্যার যাঁদ (4 +3) মৌলিক উৎপাদক না থাকে সে সংখ্যাও 
অঞ্কনবোগ্য । অতএব প্রসাঁরত অঙ্কনযোগ্য সংখ্যার সরাঁণ 

2255 ৪, 9, 10, 13, 16, 17, 18, 20, 25, 26, 29, 32, 34, 36, 
37, 40,... (5.3) 

প্রমাণ £_যাঁদ কোন মৌলিক, সংখ্যা 2 কোন যুগাসংখ্যার উৎপাদক 3 বা 
(4% + 3) না হয়, তবে এ যুগ্রাসংখ্যা আলাপন বর্গক্ষেত্রে অঞ্কনযোগ্য কারণ এরুপ 
সংখ্যাকে 47+2 বা 4৫3. +2 রূপে প্রকাশ করা যাবে যেখানে এ, এ: 


পূৰ্ণমংখ্য৷ ৷ কাজেই যাঁদ 2, 47 +3) রূপে প্রকাশ ন৷ করা যায়, তবে যুগ্ম সংখ্যাটি: 


অগ্কনযোগ্য। 


1.1 আমরা অনুরূপ প্রশ্ন ভ্রিভ্‌জাকার আলাপন ক্ষেত্রের জন্য আলোচনা করব ৷ 
5.2 নং চিন্ত দ্ৰষ্টব্য ৷ 


। 


ত-----৬---=-৬ল-=----=৬ 
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ক্ষুদ্ৰতম ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে একক ক্ষেত্রফল নেওয়া হল ৷ এখন প্রশ্ন হল যে 
কোন কোন সংখ্যার ন্রিজুজাকার আলাঁপনের ক্ষেত্র আলাঁপনকে শীর্ষবন্দ রেখে 
দমবাহু ভ্রভূজ আঁক। বাবে । পূর্বের ন্যায় আমর। 7% সংখ্যাকে অঞ্কনযোগা বলব 
যাঁদ 1? একক ক্ষেত্রফলের সমবাহু ভ্রভূজ আঁকা সম্ভবপর হয়। 5.2 নং চিত্র হতে 
পাঁরষ্কারভাবে বুঝা যায় যে 1, 3, 4, 7 সংখ্যাগুলি অঞ্কনযোগ্য ৷ কিন্তু 2, 5 বা 6 
অঞ্কনযোগ্য নয় । কাজেই বিস্তৃত আলোচনার দরকার হয়েছে । 
আমর৷ যে কোন আলাপনের শীর্ষে মূলাবন্দ; নিয়ে অক্ষ দুইটি আলাপনের পাটি 
ও সারির দিকে প্রসারত করে দলাম। এখন যে কোন আলাপনশীর্ষের স্থানাঙ্ক 
(9, & V8) রূপে লেখা যেতে পারে যেখানে ৫, & পূর্ণসংখা। বা পূর্ণসংখ্যার অর্ধ। 
সামান্যাকরণের সুযোগের অপব্যবহার ন৷ করে মূল বিন্দকে সমবাহু 'ভ্রিভূজের কোন 
শীর্ষে স্থাপন করলে, অপর শীর্ষ দুইটির স্থানাঙ্ক (৫২, &, /3), (a,, b,/3) 
লেখা যেতে পারে । অতএব তিনটি বাহুর সমীকরণগুলি 
৫33-8২3 V3x=0, ৫37- ২/৪৮-০, 
৯৫, bs) এটি - Ya, as) =a, (8, - bs) মি } 5 
‘কিন্তু ভ্রভূজটি সমবাহু হওয়ায়, % এককের 'ত্রভুজ অঞ্কনষোগ্য যাঁদ 
m= +39? যেখানে ০, ৫ উভয়েই পূর্ণসংখ্যা ... (5.5) 
যেহেতু যে কোন সংখ্যা হয় জোড় সংখ্য হবে নয় বিজোড় সংখ্য। হবে, তাদের বৰ্গফল 
42১ বা 40% + 40 + 1 হবে যেখানে পূর্ণ সংখ্যা ৷ কাজেই তাদের 3 দিয়ে ভাগ 
করলে 0 বা 1 অবাশষ্ট থাকে। সুতরাং 
ন (30 + 2) অঞ্কনযোগ্য নয়। ৰ ৰণ) 
3 নিশ্চিতই অষ্কনযোগ্য যেহেতু 3=0% + 3.1%* । অনুৰূপ 4, 7-ও অঞ্কনযোগ্য 
যেহেতু 4= 12 +3.12, 7-25+3.151 
অতএব % যাদি কোন মোঁলক সংখ্যা হয় এবং (32+ 1) রুপে প্রকাশ করা যায়, 
আমর পূর্ণ সংখ্যা দুইটি ৫, & পেতে পার যা? দিয়ে বিভাজ্য। 
কারণ, ০৭+ 30. 471৭ + ৭3-47 বা 423 + 474 1 43,475 
বা 475 +4m+1 43047574741), 
বা 47530454741) 5০ **০505.7) 


যি 2 একাট মৌলিক সংখ্যা হয় (5.7) এর তৃতীয়াট সম্ভবপর নয় যেহেতু এটি জোড় 
সংখ্যা ১. 2 মৌলক সংখ্যাটি (4$+1) বা (45+3) রূপে প্রকাশ কর৷ যাবে । 
২475 


চে 


্ 
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2 কে যাদি (4$+1) এবং একই সঙ্গে (384.1) এর রুপ নিতে হয়, (4+-1) কে 3 
দিয়ে ভাগ করলে 1 ভাগশেষ থাকবে । কাজেই (5.7) এর দ্বিতীয় বিফস্প 
(47154747171) +3.4n° = 3049 4715 4-7)+ (775 + 7141) 

কে 3 1দয়ে ভাগ করলে যাঁদ 3 দিয়ে বিভাজ্য হয়ে থাকে তবে ভাগশেষ থাকবে ] ৷ 
অনাথ যাদ 71- (3571) হয় (1: +41) রাশ 3 দিয়ে বিভাজ্য অর্থাৎ 
(4m? + 4m+1)+3.41% রাশাটি 3 দিয়ে বিভাজ্য। যাদি 71 (35 + 2), 
(47154747741) 43,475 রাশিটি 3 দিয়ে ভাগ করলে ভাগশেষ 1 থাকবে । 
(5.7) এর প্রথম বিকপ্পে 0 মৌলিক সংখ্য৷ হবে ন৷ কাজেই যাদি ৮ = (341) 
একটি মোঁলিক সংখ্যা হয় তবে = ৫৭ + 38% ৷ কাজেই এক্ষেত্রে 

মৌলিক p=(3n+1) ৰ ৰ ঢ় (58) 
একাঁট সম্ভাবনা ৷ 


পুনরায় ধার ৫৭ + 362 = 4713 +. 3(2n + 1)* 
= 31287. 1)% + 78%}; 71555550059) 


কাজেই, যদ % কে 3 দিয়ে ভাগ করে 1 ভাগশেষ থাকতে হয়, ধাঁর 7 = (35+ 1), 
1* কে 3 দিয়ে ভাগ দিলে 1 ভাগশেষ খাকবে, আর যাঁদ m= (35+ 2) ধাঁর 
তাহলেও 1? কে 3 দিয়ে ভাগ দিলে ভাগশেষ থাকবে 1] । অতএব এক্ষেত্রেও p= 
(31 +1) মৌলিক হলে 2 কে ৭* + 36? রুপে প্রকাশ কর৷ সম্ভব হবে। 
আমাদের আরও লক্ষ্য রাখতে হবে যে 
mn= (a* +362) (৫৭ + 39%) 
= (৫৫+389)৭ + 3(ad-bc)* ১.5, (5:10) 


অৰ্থাৎ এরুপ যুগ্ম সংখ্যাও অঞ্কনযোগ্য । আমর! যদি (3%4 2) রুপে যে সব মৌলিক 
সংখ্যা লেখা যায় ন| তাদের সারি লিখ তবে পাই 


3, 7, 13, 19, 31, 37, 43, 61, (5.11) 


অর্থাং এগুলি সবই অঞ্কনযোগ্য ত্ৰিভমজাকার আলাপনক্ষেত্রে। কাজেই যে সংখ্যার 
সমবাহু ব্রিভজগুলি আলাপন বিন্দগুলি শীৰ্ষ করে আঁকা যায় সেগুলি (5.11) এবং 
1, 4 সংখ্যাগুলি বা তাদের যুগ্মকরণের ফলে পাই 

15 3১ 457, 9, 12, 13, 16, 19, 21, 27, 28, 31, 36, 37, 39, 


43, 48, 49, ... (5.12) 
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1.2 এরপর আমরা সমবাহু ষড়ভূজ ন্রিভূজাকারে সাজান আলাপনগুলিকে শীর্ষ 
করে আঁকার সম্ভাব্যত৷ আলোচনা করব। যে কোন সমবাহুর একটি শীর্বকে মুলাঁবন্দ 
ও মুলাবন্দুর সংযুক্ত একটি বাহুকে »-অক্ষ ধরলে ষড়ভুজের শীৰ্ষগুলির চ্ছানাঞ্ক 


bg 
(৫ চা রূপে প্রকাশ করা যাবে। এ, & জোড় কিংব৷ বিজোড় পূর্ণ সংখ্যা 
হতে পারে । 5.3 নং চির দ্রষ্টব্য 


5.3 নং চিত্র 


যেহেতু '্রিভুজাকারে সাজান. আলাপনগুলিকে শীর্ষ করে আঁকা সমবাহু ষড়ভ;জের 
বাহু সমবাহু ভ্রিভূজেরও বাহু, যে সংখ্যা সমবাহু ত্রিভুজের ক্ষেত্রে অঙ্কনযোগ্য সে 
সংখ্যা সুষম বড়ভূজের ক্ষেত্রেও অঞ্কনযোগ্য । 


1.3 1কন্তু ব্গক্ষেন্তের শীর্ষগুলিতে আলাপন বাঁসয়ে যে বর্গক্ষেত্রগল আঁকা যায় 
তার সংখ্যা বার করা অন্য দৃষ্টিকোণ থেকে দেখা, যেতে পারে। আমরা এক্ষেত্রে 
অনেক আগে আবিষ্কৃত ?পকৃএর উপপাদ্যের ব্যবহার করতে পাঁর ৷ 5.1 নং চিত 
দ্রষ্টব্য । যাঁদ আমর৷ পাটীতে 2 আলাপন নিরবাচ্ছন্নভাবে বেছে নিয়ে থাকি ও 
সারতে এ আলাপনও নিরবাঁচন্ন নেওয়৷ হয়ে থাকে তবে আল|পনগুলির ভিতরে * 
রেখা টানলে আঁক। আয়তক্ষেত্রের মধ্যে (2-1) (9-1) বন্দ; গড়বে । অতএব 
যাঁদ } সংখ্যক বিন্দ; আয়তক্ষেত্রের অন্তর্বতাঁ হয়ে থাকে, তবে 


1=(00-1) (৫-1)-৫-07+9)+ ॥ (5113) 
যাদি এ আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফল হয়, ৫ "কনারার আলাপনগুলির সংখ্যা হয়, 
1=4-7ু3] বা 4=i+5-1 (i<e) ৷ +e (5.14) 


(5.13) বা (5.14) সম্বন্ধগল বর্গক্ষেত্র বাকাভাবে ব। সোজাভাবে আঁকলেও সত্য 
প্রমাণিত হবে । আগের ক্ষেত্রে কেবলমাত্র দুইটি আলাঁপনের রৈখিক দূরদ্ 
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বাড়বে ৷. 54 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । পকৃএর উপপাদ্যের সাধারণ বিবরণ নীচে 


দেওয়া হল । 


5'4 নং চিত্ৰ 


যদি কোন বহুভ;জের শাৰ্ষগুলি বর্গক্ষেত্রের আকারে সাঁজ্জত নালাঁপনের ক্ষেত্র 
অবশ্যই কোন না কোন আলাপনের উপর অবাস্থিত থাকে এবং এরুপ বহুভ,জের অন্তরে 
£ আলাপন বন্দ; থাকে ও & আলাপন বহুভুজের সীমায় অবস্থিত ও 4 উহার 
ক্ষেত্রফল হয় তবে 


4৮871 । i on (5.15) 


যাঁদ বহুভ,জটি মানে অবনত হয়ে সরলরেখায় পাঁরণত হয় 
A+l=! এ ১ ... (5.16) 


যেখানে / সরলরেখার দৈখোযর মান ৷ ake Coto) পাঁরঙ্কার হবে এবং 


একে বিকপ্পে 1-1+ ৰুপে লেখা যেতে পারে। যাদি 4=4 তবে /-5, £-4, 
2721 

আমর৷ আবার ফিরে আসাঁছ আগের প্রশ্নে অর্থাৎ কোন কোন সংখ্যাগুলি বর্গ- 
ক্ষেত্রাকারে সাজান আলাপনের 1বিন্দ:গুলিকে শীৰ্ষ করে বৰ্গক্ষেত্ৰ আঁকা সম্ভব । যেহেতু, 


(5.14) হবে 4- ত -1 (০৫০), যাঁদ 4=1, i=0, e= 4 একাটি সম্ভাব্য সমবায় 


অৰ্থাৎ একক সংখা! অজ্কনযোগ্য । অনুরূপ 

4=2, != 1], ৪4 ও সম্ভাব্য সমবায় অর্থাৎ 2 অঞ্কনযোগ্য। যেহেতু, 
445, i=4, €=4 সম্ভাব্য সমবায় 5 অঙ্কনযোগ্য । অনুরূপ এ= 8, 1-5, 
৪-8 ও সম্ভাব্য সমবায় এবং 8 অঞ্কনযোগ্য। অতএব দেখা যাচ্ছে যে অঙ্কনযোগ্য 
সংখ্যাগুলি ধীরে ধারে (5.14) সমীকরণের সমাধান সমবায় পেয়ে নির্ণয় কর৷ যেতে 
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পারে । যেমন i= 28, ৫=4, 44-29। বিস্তুত আলোচনার জন্য বল্‌ [1], 
হেগ: [2] এর প্রবন্ধগুলির উল্লেখ করা হল। 


2. এরপর উপরের ধরনের কৌতুহল জাগান প্রশ্ন যেটির আলোচনা হবে সেটি 
নিশ্নরুপ। 
একটি সমবাহু ন্রভুজকে বিভন্ত করে কতগুলি সমবাহু ত্ৰিভূজ আকা যেতে পারে? 
5.5 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । ধরা যাক £ প্রত্যেক বাহুর ছিন্ন অংশের সংখ্যাও 7 
সমবাহু সাঁরর সংখ্যা নিৰ্দেশ করে । 


5.5 নং চিত্র 


5.5 নং চিত্রে পাঁরষ্কার দেখা যায় যে দুই রকমের ত্রিভুজ আছে--এক রকম উপর দিকে 
সুচীমুখ ও অপরটি নীচের দিকে সূচীমুখ। ধরা যাক 7% সংখ্যা ॥-তম ত্ৰিভুজাঙ্ক 
অর্থাৎ 1,="(n+1)/2! কাজেই ]'1 = 1, 71'2=3, 28-6, 74.» 10) 
প্রচ = 15 ইত্যাদি ৷ এখন নীচের সম্বন্ধগুল লেখা যেতে পারে £ 


সারির সংখ্যা উপরে সুচীমুখ নীচে সৃচীমুখ মোট 'ন্রভুজের 


ন্িভূজের সংখ্যা '্রভুজের সংখ্যা সংখ্যা 
1 105 LSS ee Theo Tass 
2 175. 2575 25751 25-8 
3 ff I রিড 775 1+2%-5 
4 4777 এনা Tuas Tynes 
5 They Ties TIM Tse 
6 [78 ৮৫১১১ Ties + TAs 
? TEE 8 1:57-2,-55 


ইত্যাদি ইত্যাদি ইত্যাদি ইত্যাদি 
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উদাহরণরূপে ধরা যাক ৮-4, এ, = 10, ক্ষুদ্রতম ত্রিভুজের, উপরের দিকে সৃচীমুখ 
10টি সংখ্যায় এবং নীচের দিকে মৃচীমুখ ত্রিভুজের সংখ্যা 6টি । যাঁদ আমরা দুই 
সারির বড় ত্ৰিভুজগুলি গণনা কাঁর তবে উপরের দিকে সৃচীমুখ ত্রিভুজের সংখ্যা 6 ও 
নীচের দিকে সৃচীমুখ এরূপ রিভুজের সংখ্যা || অনুরূপ যদি ॥=5 হয়, "= 1 
এর ক্ষেত্রে ক্ষুদ্ৰতম ত্ৰিভুজগুলির সংখ্যা ?৮+7-15+10-25, ৮-2 এর 
ক্ষেত্রে অপান্বভুজের সংখ্যা 2, +7', = 10+3=13। যাঁদ ৮ পাটী ॥ সরণি 
আকারে তালিকা প্রস্তুত কার তবে নিন্নরূপ ত্রিভুজের সংখ্য! হবে । 


HN 12345715178... ইত্যাদি মোট 
1 1 1 
2৮581 5 
3 9.3 14 
র:1.16711782771 27 
11721157612 2 48 
€:113672171616 307 78 

ত পটা ৱিজদগগতাট সীত “মা 7551 118 

ইত্যাদি | 

TUT --শঁ”চদ্ুব্বভ ভল 


2.1, উপরের প্ৰশ্ন অন্যভাবেও প্রমাণ করতে পারা যায়। অনেকবার আগে বলা 
হয়েছে যে গণিতের এবং অন্যান্য বিজ্ঞান-শাখার বৈশিষ্ট্য যে ধারে ধীরে বিকপ্প ও 
উন্নততর প্রমাণ বা উন্নততর প্রণালীর আবিষ্কার করা। আমর! 5.6 নং চিত্রের 
আকারে সমবাহু ন্রিভুজ থেকে কুদ্রুতর সমবাহু ত্ৰিভূজ আঁকতে পারি। যাদি ছেদের 
সংখ্যা বথান্রমে 45, 45:40 হয়, % জোড়সংখ্যা হলে মোট ত্রিভুজের সংখ্যা 
80274 1) (n+ 2) } 


ও % বিজোড় সংখ্যায় $0৮+1) (2n2 + 3% _1) (5.17) 


(5.17) অবশ্যই প্রমাণ সাপেক্ষ। ধাঁর $৮, % দৈর্ঘ্যের বাহুবিশিষ্ট A & ত্রিভুজের 
সংখ্য।। তবে 


= টি sp ৰে ৰে +: (5.18) 


৷ 
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nt1i-k 


sp = (Gp + br), a= ৯7 ০3৮+1-7)0+2-70 ... (5.19) 
প্রা ও. 
n+1i-9k এ 
by ৯৮ ৮80৮+1-200+2-29। 
8.2. 
k<(n+1-k) .= (520) 
X0,Y0 
x 
Xn Yn 
5.6 নং চিত্ৰ 


(5.19) রাশটি পাওয়া গিয়েছে শীর্ষের ত্ৰিভুজ হতে শুরু করে ক্রমশঃ নীচের 'দকে র 
এসেছে যাদি ্রভুজের সৃচীমুখ উপরের দিকে । (5.20) রাঁশটি পাওয়। যায় শীর্ষের 
ন্রিভূজের সুচীমুখ নীচের দিকে রেখে উপর থেকে নীচের দিকে গণনা করে। কাজেই 
(5.18) হতে 


nls 


$,= ৯ n+ 1-8) (+2-7)+ ২৯ 8৮41 -29 (27210, 


k=1 ঢল) 
7 জোড় সংখ্যা *** (5.21) 
LY n-1 * 
ত টিতে Hn+1-k) (৪ +2- 10) + গৈ সু(/1 41 2k) (0৭2-210), 
k=1 k=1 
7 বজোড় সংখ্যা ... (5.21) 


যাঁদ ॥= 5, (5.22) হতে $% -8.6.64-48 এবং ॥=6 হলে 19০. 
'1.6.13.8= 781 $2 এর সরাঁণ হতে ॥= 5 হলে, মোট ভুজের সংখ্যা 25+ 
13+6+3+1 = 48. এবং ॥=6 হলে মোট দ্ৰিভুজের সংখ্যা 36421 +114+ 
6+3+1-78 | দুই প্রণালীতে প্রাপ্ত সংখ্য!গুলির মিল লক্ষ্যণীয় । = 
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2.2. উপরে ত্রিভুজাঞ্কের ব্যবহার একপ্রকারে দেখান হয়েছে ৷ ন্রিভুজাঙ্কের ভিন্ন 
প্রকার প্রয়োগ দেখান সমীচীন হবে যেখানে জ্যামিতি জাঁড়ত আছে। বর্া্ক ও 


ৱিভুজাঙ্ক নিশ্চয়ই জ্যামাতির সঙ্গে যুক্ত যেহেতু সমবাহু ত্ৰিভুজ এর ক্ষেত্রফল এ বাহুর 
উপর বর্গক্ষেত্রের অর্ধ । 5.7 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । যেহেতু 


5.7 নং চিত্র 


77 0971)5+ 75077 1)-071+7/+ ])গ, (8.23) 
আমর! পাই ॥*+(n+ 1)%4-(27'%)* = (2 255), 
7, ॥-তম তিভুজাঙ্ক । আবার (5.7) নং চিত্র হতে স্পষ্ট দেখতে পাই যে (5.24) 
288৯২ = 32% 7 Ty 4১ ১০০০ (5.25) 
কারণ শীর্ষের তিনটি ভুজ ও অস্তাঁলীখত ভিভূজের যোগফল সম্পূৰ্ণ শ্িভূজাট। 
ৰবকপ্পে পাই 
ATER OT rie Tan নিল 05:26) 


কারণ (5.26) এর ডানদিক সর্বানশ্ন % সারির বিন্দুগুলির সংখ্যা ৷ অনুরূপ শেষ 
॥ সারির বন্দুগলর সংখ্যা নির্ণয় করতে এ সারগুলকে সর্বাপেক্ষা বড় সৃচীমুখ 
উপরের দিকে ত্ৰিভজ্জগুলিকে একত্র কর! ও সুচীমুখ নীচের দিকের গুলি একত্র করলে 
(5.26) বামাদিক পাই । (5.26) কে সামন্যীকরণ করলে 
1270-1) ন, = ৰ 2278 ৪৯05:27) 

(5.24) হতে লিখতে পার 

424 55৭ 6%= 2% + 3% 4 89, 

ত ৭6%+7% = 194 3৭ + 10%, 

6১%+75785= 13254 125, 

ইত্যাদি 


বস্তুত আলোচনার জন্য মেষ্টান্‌ঢোন্‌ [3], মাটিনৃ [4] ও এপার্সন্‌ [5] এর প্রবন্ধগলর 
উল্লেখ কর৷ হল। 


চে 
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3. এরপর জ্যামিতির সঙ্গে গাণতের যোগ দেখাতে পূর্ণ-সংখ্যক মানের, বাহু বেষ্টিত 
বহুভুজের প্রসঙ্গ আনব। যাদও ভ্রিভূজ ও চতুর্ভ্‌জ খুবই প্লাথামক চিন, তবুও প্রথমে 
ট্রাপাঁজয়ামের প্রসঙ্গ আনব । এমন ট্রাঁপাঁজয়ামগ্ুল আকতে হবে যার বাহুগুলর, 
কর্ণগুলর, সমান্তরাল বাহুগুলির লম্ব দৈর্ঘ্যের এবং দ্টাপিজিয়ামের ক্ষেতুফলের মানগুল 
পূর্ণসংখ্যক হবে। 5.8 নং চিত্র দ্রষ্টবাা। 475 ও BF রেখা দুইটি DC বাহুর উপর 
লম্ব এবং 4B বাহু 0 এর সমান্তরাল। 42 বাহুকে পূর্ণসংখ্যক হতে হলে 
4D? কে একটি পূর্ণ বৰ্গমংখ্যা হতে হবে ৷ 


5.8 না চিত্ৰ 
অতএব যাঁদ ধাঁর 
1)17-775 72) AE= BF=2mn, তবে 
} (5.28) 
DA=m? +n , 


পুনরায় যাঁদ ধাঁর 
DF=nm?-1), 017 -17101 1) ০ ,...:(5.29) 


দেখা যাবে যে 
BC: =m?(n2 _ 1)274/775715 = mnt + 27775715 +m? 


70541), একটি পূর্ণবর্গ সংখ্যা । 87149) 
স্পষ্টতঃ 
DC= CF+ DEF=(m+n) (mn- 1), 
EF=AB= 1.2 - 125 = (1৭ -1)-(m* _ 17%) ২৮171), 
== (71277) 0771) | 
আবার 


AC: = AE? + EC? = 471৭৭ + (m+ 1)? (m+n)? (৮ - ])৭...(5.32) 
কারণ ৷ | ৃ 
70৮ DC-— DE=(m+n) (717 - 1) 70712 7-72) 
= (773 4" 77) (77070 7} + 7} ]) 
= (7777) (07171) (দ॥- 1) । 
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অতএব আমরা সুবিধার জন্য ধরে নিলাম 
0%+1)5 (m+n): (n- 1) + 47755 
-(7:+1)2 {0৭ = 07:-1)7471)5 ... (5.33), 


(5.33) হতে ॥ এর জন্য সমাধান করে পাই 

77707577774 1)107-1) 0741), 7 > । ১ (5.34) 
n,m কে অবশ্যই পূর্ণ সংখ্যা হতে হবে। উদ্বাহরণদ্ববুপ নেওয়। যেতে পারে 
7 =2, ও আগাগোড়া 81 দিয়ে গুণ করলে সবগুলি দৈৰ্ঘ্যই পূর্ণনংখ্যায় পাওয়া যাবে । 
কারণ, এক্ষেত্রে % এর ভগ্নাংশ মান 9 এর অংশরূপে পাওয়া যায় ও DC, EF 
ইত্যাদি 81 এর অংশরূপে পাওয়া যাবে। কাজেই 81 দিয়ে গুণ করলে পূর্ণসংখ্যারূপে 
সবগুলি বাহুকে প্রকাশ করা৷ হবে। এক্ষেত্রে 

48250, 807 554, CD= 608, /)4 » 520, 

91). 630, 440 696, AE= 504, ক্ষেত্রফল = 216216। 


3.1. এরপর বৃত্তদ্থ চতুৰ্ভুজের কখন বাহুগুলি ও কৰ্ণগুলি পূর্ণসংখ্যক মানের 
হবে সেই প্রশ্ন আলোচনা করব । 5.9 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 


৪ 


5.9 নং চিত্ৰ 
480 বৃত্তস্থ চতুৰ্ভুজ । অতএব, 
AC? = 4B? + BC? _24B - BC cos 4 ABC 


~4B*+ BC 446, (4D: +DC_4C2) (535) 


যেহেতু 40 কোণ / 4DC কোণের সম্পূরক । (5.35) হতে 


AB. BC 48.86 
২ লি 3 9 
A (14-4555) 48+ BC: 22726 4D: + DC) 


=AB(48+ BE : 42) + BC(BC+ 45. Dc) 


পাটীগাঁণতের সংখ্যার সাঁহত সম্বন্ধযুক্ত জ্যামীতর চিত্ৰগুচ্ছ 18? 


উভয় দিক 47. DC দিয়ে গুণ করে ও ভানাঁদকের উৎপাদকগুীল লিখে 


{নলে পাই 
AC: =(AD.BC + 4.8.220)(4.0.4 + BC-CD)I(4B-BC + 472.22) 


(5.36) 

অনুরূপে 
BD’ _(47.80+48.00)048-80+ AD- 9০1০, ,48+-78050)) 
(5.37) 


ধরা যাক 48 =%, BC=mx, CD=nx, 41 =)% এবং অবশ্যই 
%, 100, 7, 7-কে পূৰ্ণসংখ্য৷ হতে হবে ৷ (5.36) হতে পাই 


০৫% = (np + (mF) x2 __. (5.38) 
অনুরূপে . 87১০» (00 +n) টিকা? +. (5.39) 


10470 _ 75 ন | 
(5.37) হতে পাওয়! যায় । এখন যাঁদ 2) 2৪, তবেp = mi 


4C, BD আনুপাতিক ভগ্নাংশ হতে হলে 
(5.40) 
(5.40) হতে যাঁদ = 9? ধরা যায়, 
(৫5247) 75 + 9*-কে বর্গ আনুপাতিক ভগ্নাংশ হতে হবে ৷ 
(5.41) 
(5.41) কে বর্ণরূপে লেখা হল 
DLS 2gr(a*g* - 1) 
অর্থাৎ ॥= ত ত 1) 
2502] 11%) {(*--%*%)(৪%9*- 1) -1%} 
(5.42) 
এখন উদাহরণৰুপে ৫৮3, = 3, (=2। অতএব ৮1302, ॥=4 
নু’ লা 47 3 ৮ 
42 585 260x ন! 
,&লবুী। সুতরাং 40-771 ৯. BD | * কে 141 ধরে নিলে, 


4814], 8০ 576, CD=564, AD=126, BD = 260, 
AC = 5851 : £ 
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3.2. এরপর অপেক্ষাকৃত সরল প্রশ্নের সমাধান দেখাব। প্রশ্নটি এই যে কোন 
ত্রিভুজের যে কোন একটি শীর্যকোণের মান 60° হলে কোন কোন ব্লিভুজের বাহু 
পূর্ণপংখ্যক মানের হবে ৷ 


5.10 নং চিত্র 


অতএব ৫৪-0৭+৫9 0৫1 একে পূর্ণসংখ্যার বর্গ হতে হলে ধাঁর 
০-৫+৫74+75» যেখানে ৫, r পূৰ্ণসংখ্যা ব। আনুপাতিক ভগ্নাংশ । এবং 
অনুরূপ 


b= gt +2qr, ০277 + }"%; > (5'42) 
(5.42) রূপে ধরবার কারণ 

-৮০-(৫+০-) (৩- ১-9) ত (5.43) 
এবং যাঁর _৫=)%, ৫7৩, (97 ০-৮) = 07, ৫+৫-৫০=৪৫৬, ... (5.44) 
তবে 8 =/ (৫ +27), s=k(2g+r) নর + (545) 


যেখানে & আনুপাতিক ভগ্নাংশ বা পূৰ্ণ সংখ্যা । (5.45) পাওয়া গিয়েছে ৫, এর 
মান বাঁসয়ে ও (5:44) হতে এ অপনয়ন করে। অৰ্থাৎ পাওয়া গিয়েছে প্রথমে 
৮(24+7) = (দ্‌ + 27) এবং কাজেই 
(৫427), ৬-/(2৫77)। 
সতরাং 
a= k(g* + qr+r2), b=k(g?+2qr), c= k(2gr+r2): 
(5.46) 
উদাহরণবুপে নেওয়। যেতে পারে যে 
k=l, g=7, = 4, ত্রিভুজের বাহুগাল 105, 93, 72; 
£-1, ৫.৩, 7= 1, িভুজের বাহুগুলি 35, 31, 111 
উপরে যে ধরনের প্রশ্নাবলী আলোচিত হল তার বিশদ আলোচনার জন৷ 
লিউইস্ীব [6], জর্ডান, ওয়ানূচ্‌ ও উইসৃনার [7] ও গিল্ডার [8] এর প্রবন্ধের 
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উল্লেখ করা হল ৷ কিন্তু ত্রিভুজের পূৰ্ণসংখ্যক মানের বাহুর প্রশ্ন নানা রকমের হতে 
পারে ৷ পরে এ [বিষয়ের আলোচনা আরও করা যাবে। 


4, আমরা জ্যাঁমাতর সঙ্গে পাটীগাঁণতের যোগ দেখাবার জন্যই এই অনুচ্ছেদ- 
গুলির অবতারণা করোছি। ধর৷ যাক আমরা জ্যামিতির সঙ্গে র্লামক ভগ্নাংশের 
সম্বন্ধ দেখাতে চাই। 5.11 নং চিত্র দ্রক্টব্য। একটি আয়তক্ষেত্রের দুইটি বাহুর, 


5.11 নঃ চিত্র 


মানের অনুপাতকে ধরা যাক %; : 1 (1=0, 1,2, ‘‘‘.)। প্রথমে ধার সৰ্ববৃহৎ 
আয়তক্ষেত্ৰ হতে ০০ সংখ্যক একক বগক্ষেত্র কেটে নেওয়া যেতে পারে এবং এর 
অপেক্ষা বেশী বৰ্গক্ষেত্ৰ পাওয়৷ যাবে না। এখন যে আয়তক্ষেত্ৰ পড়ে থাকল তার 
বাহুগুলির অনুপাতের মান 23: 1 দিয়ে নির্দোশত হল। যেহেতু ৮৯1, 
আয়তক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলের মানের সমীকরণ লিখলে 


1 
(নি 1 11548) 
1 ন 1 1 
পে 58-77-5987 ২82 5৯5 5557 
1, %% "০1 ৰ X27 ০৪ ৰ Xn-1 7 2-7 
(5.48). 


যদি এরূপ ঘটে যায় যে কাটতে কাটতে আমরা আবার আগের অনুপাতে ফিরে আসতে 
পার তবে ! ন্‌ 
চু 
১8 00%: বি +. (5.49) 
Xo ER আঠো ( ) 
এরূপ ঘটবে যখন ক্রামক ভগ্নাংশটি মূলদরাশি নিৰ্দেশ করবে এবং ক্রমিক ভগ্নাংশটি 
স্বভাবতঃই পৌনঃপুনিক হবে । (5.47) _ (5149) হতে লেখা যেতে পারে 


] (1171. 1 
1715 স্তি ৰ 2 %%_+ =০%-% লিঃ 


1 
Xn _:0 427. 
2০ 
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অৰ্থাৎ, 
21 4 ,.. 65.50) 
1.1 1 


8 
অতএব যাঁদ ৫০=৫০০ +" -- ধরা হয় %০=৫০+-- অর্থাৎ 
03:40:84 ০5০ ৭45 +0% Xo 


৯০ একটি মূলদ রাশি প্রমাণিত হল। যেহেতু মূলদরাশি হতে পোঁনঃপুনিক ক্লামক 
সংখ্যার জ্যামিতিক রূপায়ণ পাওয়া যেতে পারে, একি কৌতূহল উদ্দীপক উদাহরণ 
'অপ্রাসাঙ্গক হবে ন৷ ৷ 5.12 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । স্পষ্টতঃই 
অনু, 17140 1)» AOI Ds ... 105.51) 
‘এর ডানাঁদককে সরল করলে পাওয়৷ যাবে 
1+27+71-2 /3+2 48+ এ -4= এন ৷ 
(5.51) হতে ক্রামক সংখ্যার সাথে জ্যামিতির যোগ দেখা যাবে । শেষ আয়তক্ষেত্রের 


/202-1) 


5.12 নং চিত্র 
বাহু দুইটির অনুপাত /3( 4 - 1) : ( /ন -1)= নু ৷ 
উপরে ক্রমিক সংখ্যাকে জ্যামিতির বুপ দেওয়। হল । নীচে আর একটি সহজ সরল 
ন্রিকোণাঁমীতর জ্যামিতিক রূপ দেব ৷ 5.13 নং চিন্রগুল দ্রষ্টব্য। আমরা জানি যে 


(8০708) +050-7010-0-511 EE (5.52) 
(5.52) এর তিনাট সরলভাবে জ্যাঁমাতিক রূপ দেওয়া হল । 


তি 


|) 


/- 


রর 
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5.13 (i) হতে c=a+b এবং c=tan-*1, & = 81172 ডু, a=tan- i 
আবার 5.13 (1) হতে £GDJ=a+b=cS 5.13 (1) হতে ০-৫+) 


4.1 এখন আবার সংখ্যাতত্ জ্যামাতির সাহায্যে বুঝবার চেষ্টা করব, বিশেষতঃ 
সংখ্যাতত্বের পাটীগাঁণতের অংশ ৷ সকলেই স্বীকার করে যে গাঁণতের সমস্ত দিক 
বুঝবার পক্ষে জযামাতর প্রয়োগই সবচেয়ে উপকারী ৷ সংখ্যাতত্ের বিভিন্ন উপাদান 
সহজে বুঝবার জন্য জ্যামিতির প্রয়োগ যে কত সহায়তা করে তা দেখান যাবে । 
আপাতঃ দৃষ্টিতে অনেক 1বষয় সম্পূর্ণভাবে 'বাচ্ছন্ন মনে হলেও তাদের যোগসৃষ্টি 
করা গাঁণতের একটি মনোমুগ্ধকর দক এবং জ্যামীত এ বিষয়ে বিশেষ সহায়তা করে । 
আধ নককালে সম্যকভাবে বুঝাবার জন্য গণিতে জ্যামিতি, কাজে লাগানর সুবিধা 
শুবশেষভাবে অনুভুত হয়েছে এবং জ্যামিতি ভেদাঞ্ক বর্ণে, ভেক্টর ও ম্যাট্রিক্সএর 
সাহায্যে অবনতাঙ্ক 'নর্ণয়ে কিরূপ সহায়ত। করে দেখান হবে। কিছু সংখ্যক 
উদাহরণ দেওয়া সঙ্গত হবে ৷ 


1 নং উদাহরণ £ মূল বিন্দুগামী একটি রেখা (1) ভেঙ্টরের দিকে গিয়াছে ৷ 
এই রেখার উপর ৮২, 92) বিন্দু হতে লম্বপাদাবন্দু নিৰ্ণয় করতে হবে। ৪- (৫) 
ভেক্টরকে আমরা সাধারণতঃ সমানকোণী ভেষ্টর বলে থাঁক। 


5.14 নং দিনৰ দৰক্টব্য। 0B = (৮) । ম=()'} টু 
20017)2) 


9 € 
5.14 নং চিত্র 
যাদি < একটি 1নণেয় ধুব সংখ্য৷ হয় । এরুপ ধুবসংখ্যাকে স্কেলার বলা হয়। যেহেতু 


চেঞ্জ ন 
71 ভেকর 6 ভেক্টরের উপর লম্ব 
ৰ 
{ 2) ডু ৭০} 5) ও ১6) 
অৰ্থাৎ 35 +05-:24-0 বা < => >> = (7 ধরা হল ] ৷ কাজেই 0) 
x 


ভেক্টর 0 ভেক্টরকে নির্দেশ করে অর্থাৎ 2 এর 01 এর উপর লম্বপাদাবন্দু এ 
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এবং 01 সমানকোণী ভেঞ্টীর। এই ধর্মকে সংখ্যতত্বের দিক থেকে অর্থবহ করা! 
যেতে পারে। ধরা যাক (014, 0০) কোন একাট পরীক্ষার লব্ধ ফল যাঁদও এদের 
আশাগত ফল (<, <) ৷ তবে রূপে (<, <) সবচেয়ে উৎকৃষ্ট মানের পাওয়া যাবে? 
স্বভাবতঃ জ্যামতির উত্তর হবে যে যখন (১78) এবং (4,4) এর দূরত্ব 
সর্বাপেক্ষা কম তখনই সর্বোৎকৃষ্ট মান পাব। অতএব উপরে দেখোঁছ যে এরুপ 
ঘটতে < = 30: +7/2)হবে। অৰ্থাৎ <, ), এবং )4 এর মধ্যক। এই ফলকে 
সামান্যীকরণ করতে হলে প্রমাণ করতে হবে যে 


>=} 0১ +). + ৮59৮) ঃ হয জী (5.54) 


সামান্যাকৃত ক্ষেত্র 
উঠাত 00% TN FO) ₹1400৮,-)*৯882,.,55:6.55) 
এবং পীথাগোরাসের উপপাদ্য প্রয়োগ করে PN * এর সবানম্নমান হবে 
758» 20৯ 02% = 01 * =(y? +8 + + + )4) 
57) 
অর্থাৎ ৯০ 21-55 রর 861 


(5.56) এর রাশকে পীথাগোরাসের উপপাদ্য অপেক্ষ৷ অনেক জ টিল মনে হবে। 

2 নং উদ্দাহরণ £ আমর৷ এখন পূর্বাপেক্ষ। একটু জটিল এবং ফালত দিক না 
চিত্ত৷ করে উদাহরণ নেব। এ উদাহরণ পরস্পর অস্বন্ধাঙ্ক বিষয়ে যুক্ত। ধর। যাক 
আমরা (5.০), (x2, 9), (৩) 75), ০" » (০১3৮), বিন্দুগুলির পরস্পর 
সম্বন্ধাক্ক নির্ণয় করব। মনে কার 

5০52৮ )। =)া+ TY (৯, )) =}; 25,951 | ২, (5.51) 
তাহলে দ্বিমাত্ৰিক তলে (X,, ৮), (Xa, Ys), === , (%,, Y) কে ॥ সংখ্যক 
বিন্দুগুলিকে, %-মাত্রক তলে দুইটি বিন্দু (X,, ,, |, না CEG Ki); 
ভাবে চিন্তা করতে পাঁর ও এই দুইটি বিন্দুকে % Y দিয়ে নির্দোশত করতে পারি। 
ঠিক যেরূপ একটি বিন্দুর ক্ষেত্রে সৰ্বনিম্ন দুরত্ব নির্ণয় করা হয়েছে, ঠিক একই ৰুপে 


%-মাত্রক তলে পরম্পর-সন্বদ্ধাঙ্ক ” পাওয়৷ যাবে 
77500516047 সি EAL V৮ (95:98): 


সম্বন্ধ হতে । অতএব 
45778 15727514405 Yn 


১৮১1৮ _ 5,59 
এ 527 JET 09 


cos XOY= 
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এক্ষেত্রে অনুরূপ গুণনের সাহায্য নেওয়া হয়েছে ৷ (5.59) কে সধাক্ষপ্তভাবে 


2৫687 
CX 2) 
এবং এই সূন্নটি জ্যামাতর ক্ষেত্রে স্মরণ রাখা অপেক্ষাকৃত সহজ ৷ 


= ০০৪ XOY = 


ওনং উদাহরণ £ 20,,৮॥) বিন্দু হতে ৪=(১) এবং ৮৫) মূল 
{বন্দুগামী ভেক্টরদ্বয়ের তলের উপর লক্বপাদাবন্দুর স্থানাক্কন্বয় শনর্ণয় করতে হবে ৷ 


5.15 নং চৰ দ্রষ্টব্য। N বির স্থানাঙ্ক R=-4x+ Be= 4(£) + BG) 
দিয়ে নির্দেশ কর! হল ৷ 
(2,3) 
Ne, 
\ 


চি 
(||) \ 
ৰু ৯০()।)2) 


5.15নং চিত্ৰ 


শি ৯০৯ 7৯ > > + + 
=) - 7} ৷ NE ভেইর % ভেষ্টরের প্রাত লম্ব হওয়াতে ()-7) - x=0 
> ৯ > > > নক 
=(}-€6)* | ৷ এর পাঁরবর্তে <%৭ ৪6 বাঁসয়ে 
> > > > > > > > > > > > 
(0 *%)- <(% * x)- Ble. x)=0=(y, 6) - «(x, ০) _ Ble, 6) 
১১০ (5:00) 
> > 
% এবং € এর পাঁরবর্তে এদের মান বাঁসয়ে 
2y, +3y2 _ 13<- 59 = 0, 3; +)" - 5£ - ৪ = 0 5005.61) 
214224 
RN B এর মান বাসয়ে 
৬ গে ৫৭ +} ৷ 
রঃ 0 যদি 


এই জ্যামাতর প্রণালীতে ফল নির্ণয় সংখ্যাতত্বের দিক হতে অর্থবহ বলে দেখান 

সম্ভব। এখানে সৰ্বানম্ন বর্গগীলর যোগফলের মান নির্ণয়ের পদ্ধাতর ধার প্রয়োগ 

করব। মনে করা যাক (2, 3), 2503, 12), P5(4, 9) 1বন্দু তিনটি হতে 
13 
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সবচেয়ে কাছের রেখা নির্ণয় করতে হবে। নির্ণেয় রেখার্টির সমীকরণ যাদ y= 
++ হয় তবে উপরের প্রাপ্ত রাশি 
23193 7788 + PsN8 = (3-24 - B)* + (12-34 B)* 
#(9-44-B)2 ... (5.62) 
যাঁদ সাধারণভাবে নিৰ্দিষ্ট {২ ন্দুগুলির সংখ্যা অনির্দিষ্ট রাখ। হয় তবে 


৯0-55-8505 ৰ ... (5.63) 


যোগফলের সর্বনিম্ন মান নির্ণয় করতে হবে। (5.63) এর বৰ্গগুলির যোগফলকে' 
দ্বিমাত্ৰিক তলে মনে ন। করে -মান্িক তলে তিনটি ভেন্টর দিয়ে একটি সমীকরণ হতে 


চি ৰে 
ন্+ লন 
প্রাপ্ত বলে মনে করতে পাঁর। ভেক্টর তিনটি -) ৰ এবং ০. 


Nn 
1 ৯ সি -৯ 
: | এবং সমীকরণটি )১-*০১4+196। টু + (5.64) 
1 
C ৯ ৯ 
বা Y= X(5), X= 2, e) 
ৰে > > > + পু 
যদি = রা হয়, ড়; এ | । ... (5.65) 
6 ০2-৮5-6119 


(5.63) এর উভয়দিক (75)- দিয়ে গুণ করলে পাই 
($} -৫৯৯%)-* ৯) ৰ ৮,068 


SEA ERX 
টিটি 
x 1 


রহ জজ হা 
(44) সপ ৯ 1 (5.68 


ৰ 


এখন 


এবং 
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(2 80) 755 FAX Y 
অনরূপে 5] |=[ * ৷ 4) 


2y, ny 
অতএব (5.66) হতে 


৮0715258152 


8 (5.69) 
= 3৮১০৮ 
৪ 2৯8 
সরলরেখ। 7 = 4% + 8 কে লেখা যেতে পারে 
০১৪ + (৮৯58 8 ৮529) 
এ S52 


জ্যামিতিক প্রণালীতে প্রশ্নের সমাধান বস্তু নিরপেক্ষ গাণিতিক বিশ্লেষণের সাহায্যে 
সমাধান হতে অনেক সহজে বোধগম্য । 

আরও একটি সংখ্যাতত্ব বা৷ সম্ভাব্যতাতত্তের উদাহরণ দিলে প্রণালীর সরসতা = 
সতেজ থাকবে ৷ ধরা যাক চোখ বেঁধে কোন ত্ৰিভুজ আঁকা হল ৷: এখন প্রশ্ন হল যে 
সৃক্ষকোণী হওয়ার সম্ভাব্যত৷ রুপ । 5.16 নং চিত্র দুফ্টব্য। স্পষ্টতঃই 0 <= 2, 
Y<গ্এবং 0 < X+ Y < ন । তৃতীয় কোণ Z নিশ্চিতই এরুপ হবে যে 
X+Y+Z=T7। কাজেই = < ০০১ %, ০০৪ Y <! 


॥ হু তৰ 

১০০ 

তু 

1 

"[ খ 
সু X 

(a) 17 
516 নং চিত্র 


এবং ০০৩ X+ 008 ৮১৯01 আমাদের নির্বাচন করতে হবে যাতে 4, Y<নৰ 


এবং এক = তর এক্ষেত্রে ০০৪ X, cos Y > 0, 99397400997 < 11 


উপরের আলোচনা, থেকে জানা যাচ্ছে 0 < 2, , Y, <! যাঁদ 45 =০০৪ 2 
Y,=০০05 ৮ ধরা হয়। 480 ত্ৰিভুজকে নিশ্চিতভাবে সৃক্ষাকোণী হতে হলে 
842৯৮ ] এবং X,Y; <!! 5.16(6) চত হতে দেখ৷ যাবে যে 
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রেখাঙ্কিত ক্ষেত্রের ক্ষেত্রফলই সন্ভাব্যতাঙ্ক দেবে। নির্ণেয় ক্ষেত্রফল -?}]= 


'215। অনুরূপ 0 < &, ৮ < - !, সুক্মকোণী ত্রিভুজের: সম্ভাব্যতাঙ্ক '215 ৷ 
মোট সন্ভাব্যতাঙ্ক দাড়ায় "43 ৷ গ্ৰন্থপঞ্জীর ভিতর নর্থ-[9], গুড্‌ষ্টাইন্‌ [10], নীল 
[IL] এবং ফ্লেচার [12] এর নাম উল্লেখ করা হল । 


4.2. এবার পাটীগাঁণতের সঙ্গে জ্যামিতির যোগ একটু ভিন্ন খাতে দেখাব। এরুপ 

প্রয়োগের প্রশ্নগুলিও খুবই কৌতৃহলপ্রদ ৷ যাঁদ ॥ > 6 হয়, %-শীর্ষক 40, ত্রিভুজের 

ছবিতে দুইটি মান্ন রংএর সাহায্যে বাহুগুলিকে আঁকলে অন্ততঃ একটি ত্রিভুজের সবগুলি 

বাহু একরঙা হতে হবে। আরও 1বিস্তুতভাবে লিখতে হলে লিখতে হবে যে যাদ 

7০৮ 071 ৩) + [ হয়, K, এর বাহৃগুলি 7 সংখ্যক রঙ দিয়ে রঙীন করলে অশুতঃ 

. একটি ্রিভুজের সমস্ত বাহু একরঙা হবে। পাঁরষ্কার দেখা যায় যে যদি ॥=2 হয়, 
> 21, 07) + 1 = 6'4 অর্থাৎ % >> 6 


* ধরা যাক %-শীর্ষক 7", ক্ষুদ্ৰতম সংখ্যক ল্ৰিভুজের তৈরী ছবি যাকে / সংখ্যক রংএ 
বাহুগুলি রঙীন করলে একটি মান্ন ন্রভুজের সব বাহু একরঙা হবে। যেহেতু ছাঁবাটতে 
7-সংখাক শীর্ষাবন্দু আছে 

Th, 07৮1) (2%-1)4+2 15, Ee (5:71) 


(5.71) এর রাশ একটি সহঞ্জ ছাব এ'কে নিলেই বুঝতে অসুবিধা হবে না। 7',-এর 


পাঁরবর্তে 5, লিখে এবং 7-এর পাঁরবর্তে (17-1) লিখে আমর! নীচের সমীকরণটি 
{লিখলাম : 


Sh ৮7105-1 - 1) + 2 ৰে 0572) 
অর্থাৎ 1587 15%. y= 70421 
"এর পাঁরবর্তে 9! 9% লিখলে, (5.72) হতে 
বি ২ 
mt1 
অৰ্থাৎ, টি SG ঢঃ এ Ee 


অতএব, 5৮51 41৯৯1 ৰ (5:73) 
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সুতরাং 5, = 3, 9৪ =6, $১ = 17, “=< । প্রত্যেকটি শাৰ্ষাবন্দু হতে 
(m-1)(Tm- 1)+] বাহু বোরয়েছে এবং তাদের মধ্যে অন্ততঃ 7% সংখ্যক বাহু 
একরঙ৷ হবে । 

4.3 আমর৷ আর একাঁট উদাহরণ দেব যেখানে জ্যামিতি, বীজগাঁণত এবং 
পাঠীগাণিত পাশাপাশি কাজে লাগে৷ যখন দুইটি সমান বৃত্ত পরস্পর স্পর্শ করে এবং 
[্রভূজের দুইটি বাহুকে ম্পর্শ করে তাদের ব্যাসার্ধ সদৃশ ত্রিভুজের সাহায্যে প্রত্যক্ষবুপে 
‘ও সহজে নির্ণয় করা যায় । 


5'17 নং চিত্র দ্রষটব্য। 48 এবং /. € কোণ দুইটি অন্তাদ্বখণ্ডকদ্বয় 1 বিন্দুতে 


ধমালত হয়েছে । সমান বৃত্ত দুইটির কেন্দরগল £ ও } | / বিন্দু হতে BC বাহুর 
উপর লম্বপাদ বিন্দু £ ৫ IK রেখাকে J 1বিন্দুতে ছেদ করে। ধর৷ থাক XE = 
7৮775 ; IK=r, ABC ত্রিভুজের অন্তঃবৃত্তের ব্যাসার্ধ । £7-7-71 ধরা 
যাক XJ=ra- 2X, BK=5- YJ=r,t+%X, CK=5+) । 157, 194 


এবং 177, IKC এর জোড়াগুলি বিবেচনা করে পাওয়। যাবে 


ৰ 8 . (574) 
a+r) (gn 
(5.74) হতে %, ) অপনয়ন করে 


Ws a2 17243. ০. USTs 
FER আহি 358 (5.75) 


a= BCI 
4.4 এমন একটি '্রিমান্রিক তলের প্রশ্ন আলোচনা" করব যেখানে পাঠীগাণত এবং 
জ্যামিতি একত্র যুন্ত। অবশ্য সাধাণভ!বে ভ্রিমান্রক তল আমর৷ আলোচনা বাহভুৰত 
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রেখোঁছ। তবে আমরা জ্যামিতি হতে নাট চলের বাঁজগাঁণতের সমীকরণ গঠন 
করতে পার বা তিনি চলের ভায়োফ্যাণ্টয় সমীকরণ গঠন করতে পাঁর। আমরা 
ঘনবস্তুর বা আয়তফনকের প্রশ্নের আলোচনা করব। আমরা এমন একাঁটি আয়তফলক 
নির্ণয় করব যার কর্ণগুলি কোন সংখ্যার বর্গ হবে ৷ এর অর্থ যে যাঁদ %, 7, হ, একটি 
আয়তফলকের 1বাঁভন্ন ধার হয়, বিশেষভাবে 1নিৰ্ণেয় আয়তফলবকের ক্ষেত্রে 


Xi +" y= 3৭ 72875142502 72৪ == ৮3 


কা 2 

(5.76) সমীকরণের সমাধানরূপে লেখ৷ যায় 
X= a(4b? - c2), ))- 00462 _ 02), 2 = 4abc এবং (5:17) 
০৪ 87745) 7. নত ৪0518) 


( ৫, &, ০ পূর্ণসংখ্যাজ্ঞাপক ) 
উদাহরণরূপে নেওয়। যেতে পারে-- 
(a, &, 0 = (5, 12, 13) দেবে (%, ৮, 2) = (2035, - 828, 3120) 
এবং ৷ 
(a, &০)=(11, 60, 61) দেবে (%, ) 2) 
= (117469, — 194220, 161040)। 
একইরুপে 
(a, ৮১ 0 = (143, 24, 145) দেবে (%, }, 2) 
= (--2677103, 1458504, 1990560)। 
কাজেই (5.77), (5.78) রাশিগুলি (5.76) এর সন্তোষজনক সমাধান নয়। (5.76) 
এর বিকল্প সমাধান হিসাবে আমরা লিখতে পারি 
X= 2mnpg, y=mn(p? -- 0৭), 3 = 00024 -- 71৭), 
}*+ 2৪ পূর্ণ বৰ্গসংখ্যা হতে হবে এবং 7, ৮, ৮, ৫ পূর্ণ সংখ্যা। 
(5.79) 
যেহেতু * + 28 কে পূর্ণবর্গসংখ্যা হতে হবে, 
77025 _৫5) = ৫ - &৭, 22072 - n2) 
= 29 যেখানে ৫, & পূৰ্ণসংখ্য৷ ৷ ‘+, (5.80) 
উদাহরণস্বরূপ, ৫=5, = 3 ধরে নিলে,” 
8&%-৫৭=৪, pq= = 10, m=2, n= 1 অর্থাৎ 7 = 2, 715 71553) 
অতএব %- 40, } = 16, 2=30 ৷ 


পাটিগাঁণতের সংখ্যার সাহত সম্বন্ধযুন্ত জ্যামাতর চিন্নগুচ্ছ 199 


(5.80) অপেক্ষা পছন্দসই সৃত্ হিসাবে লেখা যেতে পারে 
X= a(b? -c*), y= 0(0% -- ৫৭), 2 = 2082 যেখানে 
৮৪ +%* একটি পূর্ণবর্ সংখ্য৷ হবে এবং ৫565 _ ০5) +8৭(৫% - ৫%)* 

+ 4a2b?c* 
বা ৫5৪ + 2205 40525 42204» ৫৭(৮* + ৫*) + ৮%(%* + ৫*) কে পূরণবর্গ 
সংখ্যা হতে হবে । আলোচন৷ সম্পূর্ণ না করে খোলা রাখ৷ হল যেহেতু এর অনেক 
{দিক আলোচন। করার আছে । 

এখানে পূর্বের আলোচন। বিষয়ে কয়েকটি প্রবন্ধের নাম উল্লেখ করার উদ্দেশ্যে 
ওয়াকার [13], কন্ষ্ট্যাণ্ট: [14] ও স্পন্‌ [15] এর প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল 
4.5. ন্লিভুজের পূর্ণসংখ্যার বাহুর প্রশ্ন চিরনবীন এবং সবসময়ই আলোচনা করা 
চলতে পারে। আমর৷ স্মরণে রাখতে পার যে পীথাগোরীয় ন্রিভজের একই পাঁর সীমা 
থাকলে এবং সমকোণী হলেও পূর্ণপংখ্যকমানের বাহুযুন্ত হতে পারে । উদাহরণ 
স্বৰুপ ধরা যেতে পারে যে 24, 45, 41; 20, 48, 52; 30, 40, 50 বাহুগুলি 
পাঁথাগোরীয় ত্রিভুজ সৃষ্টি করতে পারে। প্রত্যেকটি '্রিভুজেরই পরিসীমা 120 ৷ 
পাঁথাগোৱীয় ত্ৰিভুজ না হয়েও একই পাঁরপীমা বিশিষ্ট ও পূর্ণসংখ্যক মানের ত্রিভুজের 
বাহুবাশষ্টতার ধর্ম থাকতে পারে । যথা, 40, 40, 40 বা 36, 38, 461 এখন 
প্রশ্ন হতে, পারে যে কতগুলি অসম এবং পীথাগোরীয় না হয়েও একই পাঁরিসীম। 
বিশিষ্ট হতে পারে এবং বাহুগুলি পূৰ্ণসংখ্যক মানের । উত্তর দিতে গিয়ে কতকণগুলি 
অদ্ভূত ফলাফল পাওয়া যায়। উদাহরণরুপে দেওয়া যায় যে 119 সংখ্যার পাঁরসীম। 
অসম 300টি ত্ৰিভুজ পাওয়া যায় । আমরা প্রমাণ দেব ষে তনাট উপপাদ্য আছে 
যার সাহায্যে অসম একই পারসীমা 1বাশিষ্ট 'ন্রভুজের সংখ্য। নিৰ্ণয় করবার জন্য । 

ধর৷ যাক 707) পূর্ণমংখ/ক মানের বাহু বিশিষ্ট N পাঁরসীমার ন্রিভুজের সংখ্য৷ । 
T(N) নীচের তিনটি উপপাদ্য সাহায্য প্রমাণ করা যায়। 

1নং উপপান্তঃ 74)-0; 7(6)=7(8)= 1, 7(10)-2, 7012) = 
3,2014) =4 5 টি a F309. 81) 


নং উপ্‌পাঁন্য £ যাঁদ N > 4 এবং জোড় সংখ্যা হয় এবং যাঁদ £ কে 
12K + R=] দিয়ে নির্দেশ কর৷ হয় এবং 4 <! 1 < 14, তবে 


নন) = 001.0 .. (5.82) 


200  প্রাথামক জ্যামাতর অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্তাবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


ওনং উপপান্য 8 যাঁদ ॥ >> 6 হয়, এবং জোড় সংখ্য। হয়, তবে 
200). 209 - 3) ৰ) - (5.83) 
লক্ষ্য করবার বিষয় যে উপরের "দ্বিতীয় উপপাদ্যটি দেয় যে দশ) রাশ N-এর 
একটি দ্বিঘাত ফাংশন এবং ধারে ধারে প্রথম শুরুতে প্রথম উপপাদ্যের সাহায্যে আস৷ 
যায়। আবার তৃতীয় উপপাদ্য িজোড় সংখ্যক পাঁরসীমার অসম শীন্রভুজের সংখ্যা 
দেয়। সর্বপ্রথমে আমর। উপপাদ্যগুলি প্রমাণের জন্য চেষ্টা করব না। বরং আমরা 
উপপাদ্যগুলির সিদ্ধান্তের দিকে নজর দেব 1711) : N > 3} শ্রেণী যেভাবে সুরু 
হয়েছে তা বোধগম্য হতে সময় লাগে, যথা 10, 1, 1, 2,1, 3, 2, 4, 3, 5, 4, 7, 5, 
8,7, 10, 8, 7, 10, 8, 12, 10, 14, 12, 16, 14, 19, 16, 21, 19, 24, 21, 
+ যাহোক তৃতীয় উপপাদ্য অনুসারে উপরের শ্রেণীর আংশিক বজোড় সংখ্যক 
পদগুল নিলে শ্রেণীর 'বন্যাসে অপেক্ষাকৃত পাঁরঙ্কার ছাব পাওয়৷ যায়। ছবিটি 
নিম্নৰূপ : 
1, 1, 2, 3, 4, 5১7, &, 10, 12, 14, 16, 19,21, 24, 27, 30, 33, 37, 
40, 44, 48, 52, 56, 61, 65, 20, 75, ... | 
অনুরূপ প্রথম রাঁশটি বাদ দিয়ে জোড় সংখ্যক রাশিপদগুলিও বেশ পরিষ্কার ছবি 
দেয়। এই কারণেই প্রথম উপপাদ্যে এবং দ্বিতীয় উপপাদ্যের অংশ বিশেষে রাশিপদে 
জোড় সংখ্যক চল লেখ। হয়েছে। এখন নীচে উপপাদ্যগুলির প্রমাণ দিতে চেষ্টা 
করব। 
প্রথম উপপাদের প্রমাণের জন্য কেবলমাত্র সম্ভাব্য ত্ৰিভূজের সংখ্যাগুলি গুণতে 
হবে ৷ শ্ব = 12 এর ক্ষেত্র ত্ৰভুজগুলির বাহুর তালিক৷ নিম্নরূপ ঃ 
22525532425 এবং 4:4:4। কাজেই 7012)=3 ৷ অন্যান্য 
রাশির জন্য প্রমাণ একইবুপ এবং এই কারণে প্রমাণ প্রদর্শনের দরকার মনে করা৷ হল 
না। 
দ্বিতীয় উপপাদোর প্রমাণের জন্য ধরা যাক প্রথমে ॥ > 4 এবং জোড় সংখ্যা । 
এবং & নিৰ্দোশত হবে 1-1216+ R দিয়ে যেন 4২ 414 থাকে । আমর। 
[4] কে % এর 'ভিতর বৃহত্তম পূর্ণসংখ্যাকে নির্দেশ করলাম । 


ধর! যাক ৫ ত্রিভুজের একটি বাহুর দৈধ্য। আমরা ৫-কে অনায়াসেই বেছে নিতে 


< 


পার যে এ] ৷ অতএব বাকী দুইটি বাহুর যোগফল N- ৫ । এর পরে 
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খন্রভুজগ্ীল গুণবার জন্য একটি বাহুকে ৫ নিয়ে এবং অপর দুটি বাহু প্রায় সমান সমান 
দৈর্ঘ্যের নিয়ে শুরু করব। এইরূপ ত্রিভুজের বাহুগুলির দৈর্ধোর মান নিম্নরূপ £ 


af]: [| ই (5:84) 
শদ্বতীয় 'ন্রভূজকে পেতে হলে নিম্নবুপ বাহু নেব 
aie asl ১182 8585) 


আমরা এইবুপে দ্বিতীয় বাহু 1 ক্ষুদ্ৰতর করতে থাকব এবং তৃতীয় বাহুকে 1 দীর্ঘতর 
করতে থাকব যতক্ষণ ন! দ্বিতীয় বাহু ৫ অপেক্ষা ক্ষুদুতর না হয়। কাজেই আমাদের 
নীচের তালিকা গুণতে হবে : 


2 2 
a 5" -! -০-[820] * 
(5:86) 
a [FE [Es 


5 


[74112 MRE bees রী 
SEE মা হিখিস [ 
€5:86) এ ত্ৰিভুজ বাহুত্য়ের সংখ্য। তালিকা [৪] পাঁরসীম। তাদের সকলেরই অবশ্য 


এ) যেহেতু প্রত্যেকটি ত্রিভুজের পাঁরসীমা ? এবং একটি বাহুর দৈর্ঘ্যের সর্বোচ্চ 


মান [3 ] আমরা “লিখতে পার যে 
3 


[N/8] ৰ 
al' * 
11 > [৫] ৰ _.. (687) 
বল পণ 
যাঁদ ৫:০: ৫ বাহুগুলিকে এমন মান অনুসারে সাজাই যে ৫৮২০, তবে (5'86) 


তালিকায় যখন [7 | -7এ তখন দুইটি ত্ৰিভুজ সমান হবে। যাঁদও এক্ষেত্রে 


[54] =<), কিন্তু 1< [| _]1 কাজেই কোন ) পাওয়া যাবে ন৷ 
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যাতে নিমের অসমতা মান্য হয় ঃ 


[521 ০৯ [2] ১} ততঃ (588) 
(586) তালিকায় সমান ত্রিভুজের দ্বিত্বের সংখ্যা অৰ্ধউন্মুক্ত অণ্ডল 
[এ -% ৪ 1) ৰি +--+ (589) 


এর মধ্যে পূৰ্ণসংখ্যার সমান। এই সংখ্যাটি হবে 
a N-a 'N 81114. 
lh ee [4] 


যাঁদ N জোড়সংখ্যা হয়, 


[1] = T+ Fe al অর্থাৎ দাড়ায় 
2 1১৮ [2] =[-£]+৪=2% অৰ্থাৎ 12৯০ (591). - 


. কাজেই (586) তালিকায় সমান ত্রিভুজের সংখ্যার দ্বিত্ব হবে না যাদি না 


[১32 | +1এ নাঃ] ... (5:90) 
(5:90) এর সীমাগুলি ব্যবহার করে 
রঃ [N/s] [N/3] 
T(N)= 2 [2] - > (2- 1 | ... (5'9]1) 
টা ০7122] +, 


এখন কাজ হবে 7€7/) এর সু (5:91) হতে সরলীকরণ করবার জন্য আমর। 
&-4, 6, 8, 10, 12 এবং 14 এর মানগুল ভিন্ন ভিন্ন ভাবে আলোচনা করব। 
প্রথমে পরিষ্কারভাবে বুঝিয়ে দেবার জন্য, R= 10 এর ক্ষেত্রে সমন্তগুল ধাপ লিখে 
দেব এবং অন্যগুলি এইরূপে হবে বলে পাঠকদের হাতে ছেড়ে দেব। 


যদি 1--127+10 হয়, তবে [১] 4743 এবং [৮52] 


=3K+31 
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অতএব এক্ষেত্রে 
4K+8 ৰ রঃ 
7 20 
(1) চিঠি [ হে (22 1 2) 
=8K+4 
=0+1+1+2+24+...+(2K+1)+(2K+1) 
4K+8, 
+(1+218- 2 
০3774 
=(2K + D(OK+ 2) +(6K+ 6)K- &(7 10 - 7) 
=4K® + 6104 24. 610% + 610-710 = 71%, 
= 31 +.5K+2 ... (5'92) 
পুণাবিন্যাস করে পাই-- 
00৮14487240 84২ 


48 
"0260 


1545 
টি + T(R) ০0593) 


অন্য পাঁচটি ক্ষেত্রেও একইরুপে নির্ণয় করা সম্ভব অৰ্থাৎ দ্বিতীয় উপপাদ্যটি প্রমাণিত 
হল। 

তৃতীয় উপপাদ্যের প্রমাণের জন্য ধরা যাক 51৮), N পারসীমার অসম ন্রিভুজের 
সেট এবং N জোড় সংখ্য৷ ৷ অনুরূপ 9(4) অসম ন্রিভূজের সেট যার পাঁরসীম। 4৫ 
এবং 74 বিজোড় সংখ্য। ৷ লক্ষ্য করবার বিষয় যে | :& :৫ ভ্রিভুজ 801) সেট 
এর মধ্যে আসতে পারে না৷ যেহেতু 1 + 84০ জোড় সংখ্যা হবে না যাঁদ ন! &, ৫ এর 
মধ্যে ০১৯৮] সম্বন্ধ থাকে। কিন্তু তা সম্ভব নয় কারণ ঘ্রিভূজের যে কোন দুইটি 
বাহুর যোগফল তৃতীয় বাহু অপেক্ষা বৃহত্তর হতে হবে ৷ 

এখন যাদি ৫: & : ৫ ভজ 8671) সেটের অন্তর্বতাঁ হয়ে থাকে, তবে ৫৯2 
এবং স্প্$তই ৫-1: 8-1: ০-1 ব্রিজটি 00-3) সেটের মধ্যে অবাচ্থিত 
যাঁদ অবশ্য ভ্রিভুজের অসমতা অমান্য না হয়। যেহেতু N একটি জোড় সংখ্যা এবং 
2+% ও ৫ এর সম্বন্ধ ৫+৮১৫ দেওয়। আছে, ০+ ৮2৫৭) সন্বন্ধও মান্য হবে । 
অতএব (৫-1)+(৮-1)১৫5৫-1 এবং এই সম্বন্ধ ০-1.:&-1:০-1 
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শন্রভুজের অসমত সম্বন্ধ প্রমাণিত করে। যেহেতু ৫-1: 8-1: ৫-] ভজ 
804 - 3) সেটের মধ্যে অবস্থিত, প্রমাণিত হল যে-- 

T(N)<T(N -3) বু E0594) 
পুনরায় যাঁদ ৫: b: ৫ ভ্রভূজ 9014) সের্ডের অন্তর্বতাঁ হয়ে থাকে, তবে ৫+ 1 : 
&+1:041 স্পষ্টতই 8()/ +3) সেটের মধ্যে অবান্থত। অতএব 74 বজোড় 
সংখ্যা হলে 

2014) 7204+ 3) চু (595) 
€5'94) এবং (595) হতে ? জোড় সংখ্যা হলে 

T(N)Z2T(N-3) এবং T(N)<T(N- 3); 
অর্থাৎ, 7(N)= 7(N - 3) এবং তৃতীয় উপপাদ্য প্রমাণিত হল ৷ 

1 নং অনুসিদ্ধান্ত 2 যাঁদ 4 'িজোড় সংখ্য। হয় এবং [ কে নির্দেশ করা 
হয় M = 12K + 1{ দিয়ে যখন 1<1<<!] 1, তবে 
7074)-1604+ চি 6); 700) 


এবং এখান হতে 711১) = 7:84 3) যাঁদ 1 1বিজোড় সংখা) হয় । 
2 নং অনুসিদ্ধান্ত ঃ যাঁদ 0 জোড়সংখ্যা হয়, তবে 
T(N+ I= TN) + T+ 3 কারণ (N+ 12): 1৫ +482 + 3) 
3 নং অনুসিদ্ধান্ত 2? যাঁদ 4 [জোড় সংখ্যা হয়, 
704+12)-704)+ লু 9 কারণ 


(M+ 12)(M+18)= MOM + 6) + 48 (2) 


মন্তব্যঃ উপরের আলোচনার স্বাভাবিক বিস্তৃতি হবে অসম চতুর্ভু'জ যার 
পারিসীম৷ প্রদত্ত হবে। (5:18) নং চিন্ত দ্রষ্টব্য। যাদি উত্তল চতুৰ্ভুজ গোণা যায় 
বে প্রশ্নটির অনেক সহজে সমাধান, হবে। সম্ভবতঃ সর্বোচ্চ ক্ষেত্রফলের মান নিৰ্দিষ্ট 


5 5 
6 6 5 
ও 3 
se না হি 
9 9 | 
(9) (০) 


(a) 
5.18 নং চিত্র 
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করলে প্রশ্নের সমাধানের অনন্যতা, আনবে ৷ এই প্রশ্নের সমাধানের না চেষ্টা করে 
অন্য "বিষয়ের আলোচনার দকে যাওয়াই সমীচীন হবে । উপরের আলোচনার জন্য 
গ্ৰন্থপঞ্জী হিসাবে জর্ডান, ওয়াল্চ্‌ ও উইসূনার [10] এর প্রবন্ধের উল্লেখ করা হল । 


« 


প্রশ্নমাল। 


যাঁদ একটি আলাপনক্ষেত্রে সর্বাপেক্ষা ক্ষুদ্র অঞ্কনযোগ্য ত্রিভুজের শীর্ষকোণ' 
45° হয়, তবে কোন কোন ক্ষেত্রফল এ আলাপনক্ষেত্রে অঞ্কনযোগ্য নিৰ্ণয় 
কর। দেখাও যে এরুপ ক্ষেত্রফল ক্ষুদ্ৰতম 'ত্ভুজের ক্ষেত্রফলকে একক ধরে 
1, 2, 4, 6, 8, 9, 11, 12, ইত্যাদ দিয়ে নির্দোশত করা সম্ভব। 

উপর দিকে শীৰ্ষ এবং নীচের দিকে শীর্ষ রেখা সমবাহু ্রভুজের সংখ্যার 
সরণি পূর্ণ কর যখন ॥= 10 ও r= 10 ৷ 

পূর্ণসংখ্যক মানের বাহুযুন্ত ্রাঁপাঁজয়াম নির্ণয় কর যখন কর্ণ, সমান্তরাল বাহুর 
উপর লম্বের দৈর্ঘ্য পূর্ণসংখ্যক মানের এবং একটি লব ট্রাপাজিয়মের অন্তঃস্থত 
এবং অপরটি বাঁহঃ্থ ৷ 

একটি বৃত্তন্থ চতুভূজের বাহুগ্থাল নিৰ্ণয় কর যাঁদ বাহুগুলির দৈধ্য, শীর্ষাবন্দুগুলি 
হতে কর্ণগুীলর উপর লম্বের দৈর্াগীল এবং পারিবৃত্তর ব্যাসার্থগুলি পূর্ণসংখাক। 

৬ মূলদরাশর অনুরুপ আয়তক্ষেত্ৰ এ'কে ক্লামক ভগ্নাশরুপে প্রকাশ করবার 
জন্য আয়তক্ষেত্রের অংশকে বর্ণক্ষেত্রাকার অংশে কেটে দেখাতে হবে যে পূর্ণ 
আয়তক্ষেত্রের বাহুগুলির দৈর্ধের অনুপাত »/৪ : 1 | 

যাঁদ পরস্পর নন্বপ্ধাঙ্করেখার সমীকরণ Y=4+8%+7%* লেখা যায়” 
দেখাও যে 


Ed এ 
( B ) গাওয়। যাবে (4%40)-44% Y যেখানে 


ৰ ৮ 
ঢ় -গ ডু 
ET 3২51.418 2} 
1 00 1 B |! 1686 
lt) e 
[1৮752 65 % ‘712 


(579) এর সুরের সাহায্যে বিকল্প শ্রভূজ নির্ণয় কর। 
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8. জ্যামিতিক বিকণ্প প্রণালীতে প্রমাণ কর যে (0-3($)+ tan-' (3) 
ল 8৪10-17] 1 
As mathematicians withdrew into upper regions of 
*ever greater extremes of abstract thought, it returned 
back to earth with a corresponding growth of importance 
for the analysis of concrete fact. 
... Whitehead 
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স্ব শল্িচ্ছোদ 


প্রাথমিক জ্যামিতির সাহায্যে প্রাথমিক বী'জগণিতের কিছু সিদ্ধান্ত 
বা তাহার প্রতিবর্ত এবং ভ্রিকোণমিতির কিছু অসমীকরণ 


1. এই পরিচ্ছেদের প্রথমে বীজগাঁণতের কিছু সহজ সরল সিদ্ধান্ত জ্যামাতির 
সাহায্যে নির্ণয় করা হবে। প্রশ্নের প্রকৃতি হতেই বুঝা যায় যে আলোচন! অনেক 
গভীরে যেতে পারে এবং 1বষয়বস্তুৱও নানা বৈচিত্র্য সম্ভব। গ্রীকগণ জ্যামিতির 
পাঠ বিপরীত দিক হতে সুরু করোছলেন। তার! জ্যাঁমাঁতির সাহায্যে বীঁজগাঁণতের 
সমীকরণের সমাধান করেছিলেন। তার! ভ্রিঘাত সমীকরণের সমাধান পর্যন্ত অগ্রসর 
হতে পেরোছলেন। কিন্তু পরে স্বতঃসদ্ধের প্রণালী ও আরও পরে বীজগাঁণতের 
প্রণালী জ্যামিতির সিদ্ধান্ত পেতে প্রয়োগ করোছলেন। এই প্রণালীগুল আগের 
পারচ্ছেদগুলতে বিস্তৃতভাবে আলোচিত হয়েছে এবং ইউক্লিড্‌ যেভাবে শুরু করেছিলেন 
সেইভাবে নানাপ্রকার কৌতৃহলোদ্দীপক সিদ্ধান্তে আসা গিয়েছে। 6.1নং চিন্ন 
একটি সরল রেখার উপর অপর আর একটি রেখার আঁভক্ষেপ দেখাচ্ছে । এই 
আভক্ষেপ থেকে সহজ সরল সিদ্ধান্ত ৮+ ০ > 220 পাওয়া যাবে । 6.1 নং 
চন্ন হতে ৫32». 88405 ৪_ 255 ০০৪০, > 0 


০01 0 


(১ 
b 


6.1 নং চিত্ৰ 
bi24+c,2 
অর্থাৎ ২2৯৯ 8568 ০০৪ 621 সমতাচিহ্‌ প্রযুক্ত হবে যখন ৫, = 0 বা গ্। 


3 2 
যেহেতু =] < ০০506, <!, ne BAN 21610 


এইরূপ প্রণালী তিনটি চলের ক্ষেত্রেও যে পাওয়া যেতে পারে ত! দেখান সমীচীন 
হবে। ধরা যাক আমরা 490 ত্ৰিভুজ যার বাহুতয় ৫, &, ৫ একটি সমতলের উপর 
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আক্ষেপ করে একটি সমবাহু ত্ৰিভূজ পাই। আঁভক্ষেপ অবশ্যই সমতলের উপর 
লন্ব দিয়ে কর! হয়েছে । 4 সমবাহু ত্রিভুজের বাহু ধরা হল। বাদ 4, 8, ৫ 
বিন্দুন্নয়ের সমতল হতে উচ্চতা যথাক্রমে ), 770২, } +} হয় পীথাগোরাসের 
উপপাদ্যের সাহায্য (6.2 নং চিত্র দ্রষ্টব্য ) নীচের তিনটি সমীকরণ পাই £ 


৪ 
A || 
y+) | 
y! 1)+)2 
\ || 
[| || 
A ৰ 
6.2 নং চিত্ৰ 
৫২০৫ +:(), -)39)%, 6৭ = দু + ০৭%, ৫9 = এ +), 2... (6.2) 
(6.2) হতে »,, }3 অপনয়ন,করে পাই 
3d¢ - 20°(a® +b? + &ে) + 16/$ ৭ = 0; => (6,5) 


যেখানে / নির্দেশ করছে 4480 ত্ৰিভুজের ক্ষেন্রফল ৷ (6.3) সমীকরণের মূল দুইটি 
ধনাত্মক এবং বাস্তব হবে বাদ 


৫%+8%42% 2 4 এন ০1064) 
(6.4) অসমতাকে পুঙ্খানুপুঙ্খর্পে খুণটিয়ে দেখলে পাই যে এটি নীচের অসমতার 
ভন্নরুপ ঃ 
৫* + bt + ৫* > bec? 409৫ + arb? 
অৰ্থাৎ (a? -05) + (8৭ - c2)2 + (৫৪-22)5 == 0 == (6:57, 


সমতা সত্য হবে যখন পত্ৰিভূজটি নিজেই সমবাহু । লক্ষ্য করবার বিষয় যে ত্রিভুজের 
অমমতা, অর্থাৎ ত্ৰিভুঞ্জের যে কোন দুইটি বাহুর যোগফল অপরবাহু অপেক্ষা বড়, 
ব্যবহার করবার দরকার হয় নাই যাদিও আমর ত্ৰিভুজ দিয়ে শুরু করেছি ৷ 


প্রাথীমক জ্যাঁমাঁতর সাহায্যে প্রাথামক বাঁজগাঁণতের কিছু সিদ্ধান্ত 209 
দবকপ্পে, যাঁদ 470 ত্ৰিভুজের তল এবং আঁভক্ষেপের তলের ভিতর 6 কোণ 
উৎপন্ন হয়, যেহেতু সমবাহু ত্ৰিতুজের ক্ষেত্রফল ঠ 4/8৫5, 
2 V8d* = A ০০9 Sl (606) 
(6.6) হতে এ* এর মান (6.3) তে বাঁসয়ে পাই 


ঢাত যি [| চা 


(6.7) সমীকরণের একটি মূল 1 অপেক্ষা ক্ষুদ্ৰতর এবং অপরটি 1 অপেক্ষা বৃহত্তর 
হবে যোঁট ০০৪ ৪-এর মান অবাস্তব দেবে। (6.7)-কে পুনাবন্যাস করে লিখে 


০০১৭ 6 - 


2 2 9 
০86 7860 0) ৫737.499 ০ (6.8 
(০০ = BR (6.8) 
যেহেতু 9 সুক্ষমকোণ ০০৪ 84560 6 > 2 এবং কাজেই 
৫৪+ 8৭768 ০৮ 4 48/১। + (6.9 


এবার যে কোন দুইটি ত্ৰিভজের সঙ্গে যুক্ত অসমত৷ নিৰ্ণয় করব ৷ পূর্বের ক্ষেত্র 
আমরা লম্ব আঁভক্ষেপের সাহায্যে সিদ্ধান্ত পেয়োছলাম ৷ লম্ব আঁভক্ষেপের সাহায্যে 
সমবাহু ভ্রভূজ এ বাহুর দৈর্ঘ্যের পাওয়া, গিয়োছিল। 1কম্ভু 470. ঘ্রিভূজকে লক্ব 
আঁভক্ষেপের সাহায্যে অন্য যে কোন নিৰ্দিষ্ট ত্রিভুজ :4/9+6” পেতে পার । তবে 
নীচের প্রত্যেকটি অনুরূপ বাহুর জন্য অসমতাটি পাওয়। যেতে পারে £ 
20৮24015012) + 8800 = ঠাত +02) + ca: +b? - ০৭) 
> 16/১/১ ৰ ত . (6.10) 
A, /' যথাক্ৰমে 4980, 4'B'C' ত্ৰিভ(জদ্বয়ের ক্ষেত্খলে । (6.10) অসমতাটির 
প্রমাণ বিশেষ কঠিন নয়; কারণ 
2575/51-(95 + }"9)*, be = bt + }91) ০৭750194012 + (6.11) 
6.3.নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য । 
অর্থাৎ, ৫হ _'2-7 (8৭ -- &"*%) + (08 - ৫'*) _ 20505 
বা (২-৮5-০০)-(075-৮5-0))5-406-০2)6-৮-) 
বা (৪*-৮%--৫%)% = (৫'% = ঠ/* - ০") = 4(৫% - ০'%)(8* - }/*) 
বা (এ*- bc) +(a* - চা? - 2১)* = 4(0৭--৩)(চ* - }'*) + 
+ 2(0* = ৭ = ৫৭)(৫'৭ = }'* = c'2) 


14 
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বা (6৫ Eo a - 46°C} + 1014 টি ৮1৪ পিং 62) ই) 48'50/5} ত 
7 (2a (6 3৫% = ৫৭) + 285(} = ত + 02) + 20002 - bs + তে৪)) 
I =0 
ৰা 
16/১৭+16/১/5 ০০৪% - 2(৫209'2 + গে - ৫'%) +&৭%( - $'৭ 7013 +৫%) 
+৫20212+&5-_০2))-50 
বা 
160১ = A’ cos 0)* +2.16.A A’ cos 6- 204509424০8 -- 0'এ) 
+ &% = b+ দেও + a2) + ০2642 -&94+০12))-0 ... (6.12) 
যেহেতু ০০৪ 6 < 1, আমর! নীচের অসমতাটিকে পাই £ 
25৫15 4042 -৫/9) + bea + ০9 &'%) + 2%(৪/৭*-4+-ণে? - ০2) 
= 16/১/১/ ৮ ন্‌ ১ ৫1] 
সমতা সত্য হবে যাঁদ /১, /' উভয়েই সমবাহু ত্ৰিভুজ হয়। 


6.3 নং চিত্র 

উপরের জ্যামাতিক প্রশ্নগুলি হতে করুপে বাঁজগাণতের অসমতা নিৰ্ণয় করা হল 

সেগু লি আরও বিশদ আলোচন! করার আগে কেন এসব আলোচনায় দরকার তার 
আলোচনা করব। অনেক ব্যাস্ত কাছে জ্যামিতি আত অবশ্য ছবির সঙ্গে যুক্ত মনে 
হয় কিংব৷ একটি অঞ্কনের সঙ্গে যুদ্ধ ৷ অবশ্যই আমরা এখন বেশ অবাহত, যদিও 
ইউক্লিড এ দিকটা লক্ষ্য করেন নাই, যে ছাব এ'কে যুক্তি স্থাপন কবতে হলে 
বেশ সাবধানে করা উচিত। এসব ক্ষেত্রে অনেক সময় আমরা এমন কোন দিদ্ধান্তে 
এসে পৌছাতে পারি যেগুলি ছবতঠাসদ্ধগুলি হতে নির্ণেয় নয় এবং কাজেই নির্ভুল 
সিদ্ধান্তে আসা হল না। এই দিকটী আংশিক কারণ হতে পারে যেজন্য জ্যামিতি 
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িষয়াটর বিরুদ্ধেই আক্রমণ করা হয় । অনেকের মধ্যে ভিউডনে ইউক্লিডের জ্যামিতির 
ঘোর [বিরোধী এবং ত৷ একটি বইতেও 1তান বিশদভাবে লিপিবদ্ধ করেছেন । 
বইটি শিক্ষকদের জন্য লীখত এবং বিদ্যালয়ে ইউক্লিডের জ্যামাতির পাঁরবর্তে নতুন 
ধার৷ জানবার উদ্দেশ্যে লেখা ৷ বইটির মধ্যে কোন ছাঁবর স্থান নাই, যাঁদও জগ্ামাতক 
ধারণার প্রাত আবেদনে কোন বাধ। নাই । 1তান বিশ্বাস করেন যে প্রাথীমক জ্যামাঁতর 
সঙ্গতভাবে পাঠদান সন্তব। এই প্রণালী মানসিক [বিকাশের পক্ষে খুবই হিতকারী 
হবে। [তান সঙ্কেত দিয়েছেন যে ত্রিভুজের, ত্রিকোণামাতর, বৃত্তের এবং বৃত্তমালার 
{বাভিন্ন বিশেষ ধর্মের বিস্তৃত আলোচনার বিশেষ দরকার নাই। কৌতুহলের বিষয় 
যে ত্রিকোণাঁমতির বইগুলি সুন্গুলিতে ভার্ত এবং সুল্ৰগুলি জ্যোতার্বদের, ভূমি 
পাঁরমাপকদের কাজে লাগে। [বিদ্যালয়ের ছান্ছালীদের এইগুীল জীবিকার জন্য 
নিশ্চয়ই বাধ্যতামূলকভাবে শিক্ষা দেওয়া উচিত নয়। তান আরও বলেছেন বে 
শ্ুভুজকে পাঠ্যবস্থু থেকে সাঁরয়ে দেওয়৷ উচিত'। তিনি ত্ৰিভ,জকে পৃথকভাবে 
পাঠ্যবস্তুতে উল্লেখ করার বিরোধী এবং প্রাথমিক জ্যামাততে ত অবশ্যই উল্লেখ 
নাষদ্ধ করা উচিত ৷ কিন্তু তার প্রাথমিক জ্যামিতির চিরাচারত প্রথার এত 
1বরোধিত। সমীচীন নয়। আমর দেখাব যে ভ্রিভূজের বিষয়ের ধারণ। ব৷ বৃত্তমালার 
{বিষয়ে ধারণ। অনেক প্রশ্নের সমাধানে সহায়ত৷ করে ॥ 


171. প্রথম প্রশ্ন হিসাবে পুর্বে যেটি আলোচন। করোছ তাতে দেখিয়োছ যে 
জ্যামাতক চিন্তাধারা নীচের বিষয়ে সহায়ত৷ করেছে | 

490 ত্রিভুজের শার্ষাবন্দুগুলি হতে একাঁট পৃথক তলের উপর লম্ব টান৷ হল। 
প্র“ন এখন এই যে সবসময়ই "কি আভক্ষেপের তলে সমবাহু ত্রিভুজ এবুপে পাওয়া 
সম্ভব? 

যাঁদ ৫, &, ৫ ভ্রিভজের তিনটি বাহু হয়, উপরোন্ত প্রশ্নের সমাধান 

(৮৭ -_০5)5 + (6৪ - a*)* + (৫১৮) ৯০ .. (6.14) 

অতএব পরের প্রশ্ন হবে যেকোন ননার্দষ্ট ভ্রিভুজ 44০ কে কোন তলে যে 
কোন নার্দষ্ট আকারের ন্রভূজে লম্বভাবে আক্ষেপ কর৷ যায় যাঁদ আঁভক্ষোপত 
{তভুজের বাহুগুল ka', kb', ৫০' হয়? পীথাগোরাসের উপপাদ্য অনুসারে 
গাওয়া বায়, 


16/১/৮5- 2912 + 16A° =0 70615) 
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যেখানে ১,411 অর্থাৎ ৫, &', ০ বাহুর ত্ৰিভ;জের ক্ষেত্রফল এবং 
6 ম্-৫৭(-- 0৭4 012 402) +863(0'৭ _ 812 4012) + 02002 4+012--02) 
(6.16) 
উপরের সমীকরণ (6.15) পাওয়া যার নিশ্নরূপে ৪ 


এ৭-/22124(5775)2, bf ৮1024058568 = [০/৭ 40718 


(6.17) 
(6.17) হতে ),, V2 অপনয়ন করে (6.15) পাওয়। যাবে । এই সমীকরণের বাস্তব 
মূল থাকতে হলে 
৪৪ > (16 A A’)? 
অৰ্থাৎ ৪১16 /৬ /৬/ ন ১১ ... (6.18) 


দুইটি ত্রিভুজের আঁভক্ষেপের সম্পর্কের শর্ত । উপরের আলোচনার জন্য প্রবন্ধ বা গ্ৰন্থ 
{হিসাবে পেডে৷ [1], [2], [3], ডিউডনে [4] এর উল্লেখ করা হল। 


1.2. জ্যামিতিক চিন্তার উপকারিতা [বিষয়ে দ্বিতীয় উদাহরণ ছয়টি বৃত্তের 
সমাহার প্রশ্ন বলে পাঁরচিত। একটি তলে €,, 05১ ০5, €, চারটি বৃত্ত অবস্থিত 
এবং আমর! ধরে নিলাম যে 0:+ 0 বৃত্ত দুইটি P,, 0, বন্দু দুইটিতে ছেদ করে, 
C3, 65 বৃত্তদুইটি 42, 0, বিন্দু দুইটিতে ছেদ করে, 05, 0, বৃত্ত দুইটি 25, 0৮ 
বিন্দু দুইটিতে এবং 0, 0, বিন্দু দুইটি P,, 0, ‘বন্দু দুইটিতে ছেদ করে। এখন 
এই উপপাদেঃর সিদ্ধান্ত এই যে যাঁদ 2,, 7৮১, 7 বিন্দু চারটি একই বৃত্তচ্ছ 
হয়, তবে 0:, 9%, 09, 0, বিন্দু চারাটও অপর একটি বৃত্তস্থ হবে। এই 
সুপারাচিত উপপাদ্যের জটিল রাশি ব্যবহার করে প্রমাণ দেওয়া হয়েছে আগেই অর্থাৎ 
ব্যবহার করা হয়েছে শুধুমাত্র ৫+7, ৮৫. _11 যাঁদও এ উপপাদ্যকে খুবই 
অনবদ্য মনে হয়, কিন্তু বিশেষত্ব হিসাবে এর অনন্যতা কিছু নাই। এরূপ অনেক 
সাধারণ উপপাদ্য প্রাথামক জ্যাঁমাতর মধ্যে ছাঁড়য়ে ছিটিয়ে আছে। অবশ্য এই 
উপপাদ্য হতে উল্তরসিদ্ধান্তগুলির নিশ্চিতই উল্লেখযোগ্য ভুমিকা আছে। 6.4 নং 
চিন দ্রষ্টব্য । 


প্রমাণটি গণিতাঁবদদের কপ্পনা উদ্দীপত করে যেহেতু 2+10 জাঁটল রাশির 
প্রয়োগ করে যখন নতুন জ্যামিতির উপপাদ্য পাওয়। যায় তখন নতুন ধরনের জটিল 
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6.4 নং চিত্ৰ 

রাশি ৫+০ট, €* =0 যেখানে এ, & বাস্তব রাশ প্রয়োগসাপেক্ষ ৷ এই নতুন রাশির 
প্রয়োগ দিক 'নর্দোশত বৃত্তসমাহারে এবং তাদের স্পৰ্শকগুলিতে করা হবে ৷ 6.5 নং 
{চত দ্রষ্টব্য | যাঁদ 03, 02১10» 04 চারাঁট দিক নিৰ্দোশত বৃত্ত একাঁট তলে 


6.5 নং চিত্ৰ 


অবাস্থিত থাকে এবং 0,, 0: বৃত্তের স্পর্শকদয় D+, এ॥ হয় এবং 2২) ৪3 দিক 
এমনভাবে 1নৰ্দোশত হয় যে বৃত্তের স্পর্শাবন্দুতে দিক এবং স্গর্শকের দক একই থাকে, 
অনুরুপ 0, ৫% বৃত্তে দুটির প্পর্শকদ্বয় /০, ৫৭, 05, 0, বৃত্ত দুইটির স্পর্শকদ্বয় 75 
৫৪ এবং 0১05. এর স্পর্শকন্বয় 74) 94 হয় তবে যাঁদ 75,775) 05+ 74 স্পর্শক 
চারাটকে একাঁট দিক 'নর্দোশত বৃত্ত স্পর্শ করে, ৫5) ৫০১ ৪, ৫4 স্পর্শক চারাটকেও 
অপর একাট বৃত্ত দকনির্দোশত হয়ে স্পর্শ করে। এই উপপাদ্যের প্রমাণ মেধাবী ছাত্র- 
ছাত্রীদের জন্য রেখে দেওয়া হল । প্রবন্ধের উল্লেখ হিসাবে দেওয়৷ হল জাগলম্‌ [5] 1 
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1.3. এরপর জ্যামিতিক ধারণা {ক করে রাসায়ানক বস্তুর প্রকীত নির্ণয় করতে 
সাহায্য করে তার কথ৷ বলব । এ বিষয় ঘূর্ণনের ফলে যে পাঁরবর্তন আসে তার 
জ্যামিতি বিশদভাবে অঙ্গারাত্মক রাসায়নিক দ্রব্যে প্রয়োগ দেখাব । আমরা গাঁণতের 
জালিতত্ব বা গ্রাফতত্ের সাঁহত রসায়নের রূপান্তরতত্বের সম্পর্কের সাধারণ সুনন 
প্রাতাষ্ঠত করতে চেষ্টা করব। সকল একাধিক তত্ত্বের সাহত যুক্ত বিষয়বস্তু আলোচনার 
আগে একাধিক বিষয়ের বৈজ্ঞানক সংজ্ঞাগুলির পাঁরভাষ। ভাষ্য সহ বলে দেওয়া 
উচিত হবে। জলের জন্য আগাঁবক সুত্র 6.6 নং চিত্রে প্রথমে দ্রষ্টব্য । রাসায়নাবদের। = 
প্রত্যেকটি পরমাণুর অন্য পরমাণুর সাহত যুন্ত হওয়ার ক্ষমতাকে বলে থাকেন 


রা ও H—0—H 


(a) (b) 

ৰ 6.6 নং চিত্ৰ 

সংযোজকতাশান্ত এবং কার্ধনের সংযোজকতাশাস্ত 4। কিন্তু গাঁণতাঁবদের৷ বলবেন 
কার্বন চার রেখার সমাহার বিন্দু । 6.6 চিত্রের (৫) ছবিটি বেশী যুক্তিসহ মনে করা 
হয় কারণ এ ছাঁব অণুটিকে সঠিক ভাবে চান্রত করে; কিন্তু (৮) ছবিটি ছাপানর 
পক্ষে সহজ । অবশ্য জলের অণুর পক্ষে (৪) বা৷ (8) চিত্রণ সমাৰ্থক ৷ কিন্তু 0,770 
(8), (89) ও (0) ধরনের চত্রণের ফলে [তিনটি বিভিন্ন জিনিষ দোঁখয়ে দেবে। 
6.7 নং চিত্র সেজন্য দ্রষ্বব্য। এই তিনটি চিত্ৰকে 05740 অণুর রেখাচিত্র যল৷ 


H মুক ATH 0 
০০২ HC 
[| 
(৫) (৪) 
0 
১5111 
(0 
6.7 নং চিত্র 


যেতে পারে। *-’ চিহ্ন এক সংযোজকতাশাস্তজ্ঞাপক, ‘=’ চিহ্ন দুই সংযোজকত৷- 
শান্তিজ্ঞাপক এরূপ বিভিন্ন প্রকারের পরমাণুর বিভিন্ন পারাস্থাততে একই অণুর 
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{চত্ৰণকৈ বলা হয় অনুর্পান্তর। মিথেন এর রেখাচত্রের জন্য 6.8 নং চন 
দ্রষ্টব্য এ 


0১1 109°28'=2 গা! NE ) 
H <= H 
H 
6.8 নং চিত্ৰ 


কাবনের সংযোজন বাহুগুলি পরস্পর 109°28' কোণ উৎপন্ন করে। লক্ষ্যণীয় 
যে 109°28' =2 sin-* NE । 1কল্তু অনেক সময় বেশ জটিল অণু সহজ সরল 


অগুর ন্যায় আচরণ কয়ে । উদাহরণ হিসাবে লেখ৷ যায় 05828 এবং সেজন্য 
6.9 নং চিত্র দ্ষ্টব্য। এক্ষেত্রে একই তলে অণুর রেখাচিত্র অঞ্কন বা {বাভন্ন তলে 


HF: H 
ৰ; ১, রি ডি 


(0) (0) 


F 2 

টি ও 

(0). ৪ 
6.9 নং চিত্র 


অঞ্কন সমার্থক । 'কন্তু একটি অনুর মধ্যে পরমাণুগুলির বাভিন্ন জ্যাঁমাতক অবচ্থানের 


জন্য বিভিন্ন রূপান্তর যেগুলি সম্ভব তা নীচে দেওয়া হল । 
দৃষ্টি বিষয়ক রূপান্তর 
দক নর্দোশত ৰ্পান্ ইজ 


৬৫ কাৰ্বন কাঠামোর রুপান্তর 
২গঠনতান্্ক রূপান্তর অন্যান রূপান্তর 
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দৃষ্টি বিষয়ক রূপান্তরের উদাহরণ নীচে দেওয়। হল 6.10 নং চিত্র দ্ফ্টব্য। বামাদিকের 


গা ণ 075 
| 
| 
Hes OH 
Br | 011 1 01 
ঢাক £ 
6.10 নং চিত্র 


দ্রব্যেরই রাসায়নিক এবং ভৌতিক ধর্ম একটি দিক ব্যতীত একই ৷ কেবলমাত্র এ ত; 
দ্রব্যটি ধুবীয়কৃত রশ্মিকে ডানাদকে এবং }- দ্রব্যটি ধুবীয়কৃত রশ্মিকে বামাদকে ঘুরিয়ে 
দেয়। এক্ষেত্রে সমতলীয় চিত্র ঠিকভাবে এই ধর্মের পার্থক্য দেখায় না যাঁদও প্রতিফলন 
দেখায়। 6.11 নং চিত্র হতে পরিষ্কারভাবে বোঝ৷ যাবে । এক্ষেত্রে মনে হওয়া 
স্বাভাবিক যে কোন রূপান্তর ন!ই, কারণ সামনে হতে দেখলে বা ?পছন হতে দেখলে 


] 
le 0 
URL ৷ যা 
|| ৰ 
1. H 
6.11 নংচিত্র " 


দুইটি রূপান্তরকে একই মনে হতে পারে। কিন্তু আবার 6.12 নং চিত্রে তিনটি এ 
ছবির প্রত্যেকটিকেই পৃথক মনে হবে। এক্ষেত্রে অথচ মা দুইটি দৃষ্টি-বিষয়ক রূপাত্র 


ও CH 05 

| 

OH— CH চি এ 
Br H OH 


(৫) (8 (০) 
6.12 নং চিত্র 
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আছে। কারণ (৮) এবং (০) সমার্থক যাঁদ 1ভন্নতলের ছাব আকা যায়। 
ব্রোমোমথানলের যে মান দুইটি দৃষ্টীবষয়ক রূপান্তর আছে তা এঁতহাসিক দৃষ্টিকোণ 
হতে গুরুত্বপূর্ণ । কারণ এই ঘটনার আবষ্কার ্থরভাবে প্রাতাষ্ঠত করেছে যে 
কার্বনের সংযোজন বাহুগুলি চতুস্তলকের শীৰ্ষাবন্দুমুখী এবং সমতলীয় রেখাচ্ছেদ 
নহে। 

এবার জ্যামিতিক রুপান্তর বৰ্ণন৷ করব । 6.13 নং চিন আঁকলাম। 


) X X Y 
C=C 7 
ন ৰ ve < 
(0) (9) 
6.13 নং চিত্র 


X, % অক্ষরগুল বাভিন্ন পরমাণু নিৰ্দেশ করে। উপরের (৫) চিন্ত ‘সমঅণু- 
সমাঁদক' অবদ্থা নিৰ্দেশ করে এবং (6) চির “সমঅগু বিপরীত দিক’ নিৰ্দেশ করে ৷ 
‘সমঅণু সমাঁদক’ অবস্থা হতে ‘সমঅণু {বপরীত’ দিক অবস্থায় আসতে হলে 
'সংযোজনকারী '্বাহুকে' অক্ষ রেখে ঘূৰ্ণণ দিতে হবে একটি মা দিকে ৷ 
অণুগাল জ্যামিতিক অর্থে একই অবস্থায় আছে কিন্তু রাসায়ানক কারণে এদুটি 
পৃথক, কারণ 'সংযোজনকারী দ্বিবাহু’ মুচাঁড়য়ে পড়ে এবং গ্বভাবতঃ বাধা, পায় এই 
পাঁরবর্তনে । উত্তপ্ত অবস্থায় এই পাঁরবর্তন আসতে পারে । জ্যামিতিক দৃষ্টিকোণ থেকে 
এই অর্থে পৃথক যে এক অবদ্থ৷ হতে অপর অবস্থায় কোন প্রাতসূরণ বা প্রাতফলন 
1দয়ে আসা যায় ন৷ ৷ দুই অবস্থার একই রাসায়নিক ধৰ্ম, কিন্তু ভোঁতধৰ্ম পৃথক । 


14. এরপরের আলোচনার বিষয়বস্তু হবে ‘কাৰ্বন ক্কাল রূপান্তর ৷ 6.14 নং 
বচন দ্রষব্য। এখানে 0,8০ এর দুইটি রুপান্তর দেখান হয়েছে! ) 


1117 1 02511 
[Ee te 9171৮ 
300 09%, 25 
চি 
1.1 HS | H 
(9) চা 
6.14 নং চিত্র 


সাধারণভাবে এ্যালকেন 0%12%+5 এরুপ ধর্ম দিয়ে থাকে । অরশা ॥=4 
আস। পৰ্যন্ত রূপান্তর দেয় না। উপরের ছাব হতেই এ বোধগম্য হবে । 
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গঠনমূলক রূপাস্তরগুলি স্থানাকাতির দিক হতে বাভিন্ন, কিন্তু তাদের গঠনকাঠামোর ন 3 
কঞ্কালে একই সংখ্যক গ্রান্থ এবং বাহুগুলি একইরূপ ৷ এজন্য 6.15 নং চিত্র দরফ্টব্য॥ _ 


Gr Grr দিও 
(a) ৷) C 
6.15 নং চিত্র 
C;H, এ এর গঠনমূলক বুপাস্তরগুলি দেখাবার জন্য 6.16 নং চত্র দ্রষ্টব্য । 


(0 1১ (0) (৫ 
EEL ci শত ৰা]; '; 
6) | () OAR 
6.16 নং চিত্ৰ 


উপরের চিত্রের (৪), (6), (০) গুলি গঠনমূলক রূপান্তর এবং বিভিন্ন । কিন্তু (0) এর 
অনুরূপ কয়েকটি গঠন রয়েছে। একটু ভাল করে দেখলেই বুঝ। বাবে যে কোণগুলর 
কাঠামে। একইরূপ ৷ স্থানাকাতির দিক হতে (০) এর সঙ্গে (৫), (০), (0) এর সাদৃশ্য 
__ দেখা যায়। (৫), (০), (6) পাওয়া যায় অনায়াসেই (০) হতে প্রাতনরণ, প্রাতফলন, 
বা প্রাতথূর্ণনের সাহায্যে । এর অর্থ যে জ্যামিতিক দিক হতে এগুলি সমার্থক ৷ 

?% এর মান যখন 6, ০%155%+9 এযালকেনের 5টি রূপান্তর আছে। 6.17 নং 
চিত্রে (৪) হতে (6) বুপাস্তরগুলি দেখাচ্ছে । (1) হতে (8), ০) স্থানাকৃতির সমরূপী । 
(i) স্থানাকীত সম্ভব নয়, কারণ রসায়নে কার্বনের চারাটর বেশী বাহ্‌ সংযুক্ত হতে, 
পারে না। 


(0) বাজ জা TOT 
CRRA ERIE EM BE 
0 0) ( 
১০18১ ৫ 
! (0) (158... লী 7 


6.17 নং চিত্ৰ 
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অঙ্গারাত্মক রসায়নের বই হতে যে সারাণ পাওয়া ত৷ হতে রূপান্তরের সংখ্যা 
পেতে সাহায্য করবে ৷ - 
n 4:57 6 Ta SACLE ‘15 20 


রূপান্তর সংখ্যা 2:3 453103180022 75 4375 366319 


1.5. যাঁদ অঙ্গারাত্মক যৌগিক পদার্থে হাইড্রোজেন পরমাণু এবং ৷ কার্ধন 
পরমাণু থাকে তবে সংযোজন বাহুর সংখ্যা (4%+১) ৷ বিত্ত যাঁদ % কার্বন পরমাণু, 
একটি বৃক্ষ তৈরী করে, (%-1) সংযোজক বাহুর সংখ্য। হবে কাৰ্বন অণুগুলির মধ্যে। 
পুনরায় কাৰ্বন পরমাণু এবং হাইড্রোজেন পরমাণুর মধ্য %-নংযোজক বাহু আছে৷ এই 
দুইটি সম্বন্ধের সমীকরণ লিখলে পরে পাই 

(477) -৮01- 1)+2% 

অর্থাৎ >= (2%+2) 2 নি .. (6.19) 
এবং ইহাই রাসায়ীনক সূত্রে লিখিত আছে। যাঁদ কাৰ্বনের পরমাণুর কোন শৃঙ্খল 
সৃষ্টি হয় তবে % এর সংখ্যা (21) হবে ৷ এমনাঁক যাঁদ দুইটি সংযোজক বাহুর 
জোড়েরও সৃষ্টি হয় তাকে আমর৷ শৃঙ্খল বলতে.পারব ৷ উদাহরণ গৃহসাবে 0526. 
অণু নেওয়া হল । এখন 6.18 নং চন দ্ৰষ্টব্য ৷ 


H ন ৷ ॥| 
{= | 
17518 11 
(0) (0) 
6.18 নং চিত্র 


০১, (5) উভয়েরই আগর গর LEE ািনারা 1... ৰে 


পারি। এজন্য 6.19 নং চিন দ্রষ্টব্য ৷ 


Hai 

HC 653 1805 0] 

| fs ভা 

HCE LE SE 
॥ ॥ ৰ কলে 
0) ৰ ৷ 
ৰ্‌ H H i | tl H 
সে SCC CH (e) 
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6.20 চিনে দুইটি দ্বিবাহ্ু সংযোজক বা একটি তিনবাহু সংযোজকের শৃঙ্খল ব৷ দুইটি 
শৃঙ্খল বা একটি শৃঙ্খল দেখান হয়েছে । 


ইত 
HCY C=0—C—H 

চা spp 

H H (9) 

(৫) চু 
৯০৫০৫ নি 
H 111 ধবল 

H 
16 (৫) 
6.20 নং চিত্র 


উপরের ছাবগুলির (৫) তে দুইটি শৃঙ্খল, (৮) তে একটি শৃঙ্খল, (০) তে দুইটি 
দ্বিবাহুর শৃঙ্খল এবং (৭) তে একটি তিনবাহুর শৃঙ্খল আছে। বাদ *-+2%_2 হয় 
উপরের ন্যায় 41ট বাভন্ন সম্ভাবনা আছে। উপরে যে আলোচনা হল তার জন্য 
গ্ৰন্থপঞ্জী হিসাবে বাউসর [6], কোয়াড্‌লিং [7], পাওয়েল [8] ও শোয়েনল্যাণ্ [9] 
উল্লেখ করা হল। 


1.6. উপরের আলোচনা হতে বুঝ৷ যায় যে যাঁদ কোন অবস্থা হতে অপর কোন 
অবস্থায় যদি প্রাতসরণ, ঘূর্ণন বা প্রাতফলন দিয়ে আসা যায়, তবে তাকে রূপান্তর 
গণ্য কর৷ চলবে ন৷ ৷ কিন্তু প্রাতফলন দলকে একই বুপান্তরে রাখা বিষয়ে কিছুটা 


সাবধানত৷ অবলম্বন করা উচিত। কতকগুলি প্রাতফলন কার্য পরিষ্কারভাবে প্রদর্শন 
কর। বেশ কঠিন। উদাহরপন্ধরূপ, এযালিন £,0০-০- CH, এর রূপান্তর বিষয়ে 
ছুলপ্রমাদের সম্বন্ধে কিরূপ সাবধানতা দরকার তা দেখাব । 6.21 নং চিত দ্ৰষ্টব্য । 


টা - | 
| €3-50-_0€ 
11 ন ১ 


6.21 নং চিত্র 


দুইটি অরধবর্ণন অণুর অক্ষের লম্বকে অক্ষ করে দেওয়া পৰ্যন্ত কোন গোলযোগ নাই ৷ 
অণুর অক্ষ বলতে (= 0= ৫ অক্ষ বোঝাবে ৷ এরপরে যাঁদ 6.21 নং চিত্র দুইটি 


ভুক্ত কক ভৰ ৮৮ 


জত 
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ধ্বপরীত বাহু ধরে ধীরে ধীরে 180° ঘুৱিয়ে দেওয়া যায়, অণুটির দুইটি প্রান্ত যাদুমস্ত্ের 
ন্যায় পরম্পর স্থান পাঁরবর্তন করবে ৷ 

অনুরূপ অবস্থার সৃষ্টি হয় যাদি ॥ নিউক্লিয়াসের পরমাণুর ভিতর ঘূর্ণন 1 থাকে 
তার ফলে ৷... স্পেক্টোষ্কোপের ছাব কত বিভিন্ন রকমের সম্ভব দেখ। বাবে ৷৷ 
ঘূর্ণন 1= --$ বা & হতে পারে বা পরমাণুর নিউক্লিয়াসের ঘূৰ্ণন অবস্থা 0, + 1, - | 
হতে পারে। এখন 6.22 নং চিন দ্রষ্টব্য 


৫ ৫9 


6.22 নং চিত্র 
10,100. অবস্থার সংখ্যা 
17 4% =] 1 1 
2 1 2 1 
3 1 3 5: 
4 1 4) OES 49, 
5 1 নচ210718707581 
6.3 €:৯157726515756-71 
71 7৮ 28278521557 
৪1 82815677555, 281 


উপরের সরণি বুঝতে অসুবিধা নাই, কারণ এগুলি সবকয়টি +$ বা -ষ্ট বা 
উভয়ের 'মশ্রণের অবস্থার সংখ্যা নিৰ্দেশ করেছে । নীচে [= £1, 0 অবস্থা সরা 


J 


দেওয়া হল । 
1-351,0 ॥= 1 18741 1 
n=2 232 
n=3 31561777555 1 
n=4 14 10 16 19 16 104 1 
n=5 151530 45 51 45:30. 15. = 


776 1 6 21 50 90 126 141 126 90 50 21 6 
, এখানেও সরাণগুলির ব্যাখ্যা পূর্বের ন্যায় একইরূপ । 


222 প্রাথামক জ্যাঁমাতর অঞ্ষনের সৌন্দর্য ও যুন্তীবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


2. পূর্বের পাঁরচ্ছেদগুলিতে জ্যামিতিক ধারণা হতে বীজগাঁণতের পিদ্ধান্তে 
আসা বা এর প্রাতবর্ত বিশদভাবে আলোচন৷ কর! হয়েছে । কাজেই এবার ত্রিভুজ 
হতে কিছু সাধারণ ত্রকোণাঁমাঁতর সিদ্ধান্ত আলোচনা করা অসমীচীন হবে না। 
আমরা প্রথমে একটি খুবই সরল প্রশ্নের আলোচনা করব। সকলের কাছেই পাচিত 
সম্বন্ধ 

A 0৫ 89 


910) 44 + 510 7910) ০74 CUE 009 নু. রা? ‘,‘. (6°20) 


ব্রিকোণামাতর অনেক সুন প্রয়োগে পাওয়া হয়েছে।  জ্যামিতিও কিন্তু এ বিষরে 
যথেষ্ট সাহায্য করতে পারে । বস্তুতঃ উভয় প্রথাই যুগপৎ ব্যবহৃত ও সমৃদ্ধ হওয়। 
বাগ্থনীয়। 6:23 নং চিন্ত দুষ্টব্য । 


৮ 
1 


6,23 নং চিত্র 


1: 19, 18, 4BC লিভজের বাঁহঃকেন্দ্রৰয় । অতএব (6'20) 1, 15 15 ভজে 
প্রয়োগ করে আমর৷ পেতে পারব ৰ 


ৰ B € 
Cos — + = == == 
নল 19082, + C08 


B+C C+A 4+B 
400s ২০০৪ দু 6০8 (621) 


বিপরীত দিক হতে চিন্তা করলে 4780 ভজ 
Sin 24 4510 289 7910 2074 sin A sin B sin 01 
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পুনরায় 0 যাঁদ 480 ৱিভ:জের পাঁরকেন্দ্র হয় এবং 4 পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ, তবে 
sin 24 + sin 28 + sin2C = 7৫, BOC+ A ৫04 + 498) 


A= ABC ভ্রিভূজের ক্ষেত্রফল 


- RS 
(6:22) 
অৰ্থাৎ, sin 24+ sin 28 + sin 20 = 22] 4 = 4 500 A sin Bsin C 
, (623) 
(6:20) এর বামাঁদক হতে 
12 (2 sin A+2R sin 87.218 910 ০ ন"; 
R 2 ) R52 RK 
অৰ্থাৎ 
sin A+sin B+ sin ডে (624) 
অতএব (6:22), (6'23), (624) হতে 
sin এ sin Bsin C 
(৫ ৯108 J COS =" Z 057 cos 7 
অর্থাৎ, £১ =4 sin sin 8061 (6:25) 


* Rs 2 2 2 
এখন 1 যাঁদ ত্ৰিভুজের অস্তঃকেন্দ্র এবং ৷ অন্তঃবৃত্তের ব্যাসার্ধ হয়, 


BIC দত্রভূজের ক্ষেতফল - 5 rs=(ABIC+ ACIA 
+ AAIB)=A ৮ (6°26) 
কাজেই 7=4R sin ঠ sin ৰু sin 7 ০, (6:25) হতে পাওয়া Is Lj 
সুতরাং 01*== R*- 27], যেহেতু | sin A, R cos 4), 
I | r tan ৰ: নু | 
21 এর্ডস্‌ একজন আধুনিক কালের বিখ্যাত গাণতাবিদ্‌। আমর৷ একারণে 


এরুডস্‌ ও ওপেনহাইমের জ্যামিতিক প্রশ্নের সমাধান দেব। ধরা বাক 9 একটি 
2 ন্রিভুজের শীর্ষাবন্দগল হতে 


ত্রিভুজের অন্তঃস্থ বন্দ; এবং 0 বন্দ হতে %, ১, 
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দূরত্ব। 7, ?,7 এই বিন্দু 0 হতে বাহুগুলির দূরত্ব । আমাদের প্রমাণ করতে 
হবে যে, 

৯)2 (0 + Mp + 7)(ঢ0 + 0) ৷ ++ (6°26) 
6:24 নং চর দ্রষ্টব্য । 


৪ 
আমরা লিখতে পার 
24581044755 175 + 207 cos A = EF* 
(৫47) cos? ৰু +(৪-7)* sin? হ্‌ .. (6°27) 
কারণ 
১ = 3 ০০ OE 28) 
: sind sin OFE sin 048 _* ৬ 
যেহেতু 40. একই বৃত্তস্থ চতুৰ্ভুজ ৷ (6'27) হতে পাই ও 
2 sin* A> গু ৭14 
92 8105 4450৫ +r)* cos (4) 
অর্থাৎ, 2% sin ৰু +?) : ৰ +. (6:29) 


উপরের রাশি সরল করার পরে এবং বর্গমূল নিয়ে পাওয়া গিয়েছে । অনুরূপভাবে 
7, 2 এর জন্য লিখে সবগুঁল রাশি গুণ করে 


8xyz 2 (0 +7) (r +p) (p+ 9)lsin নি sin দু sin ন 1 (6.30) 


বশ এবং £-%% লিখলে, আমরা পাই 
গু Sin 2 sin - E=sin [ sin m cos (1 + m) 


= ডু sin I (sin (1+ 2m) - sin 1) এঠ .... (6.31) 


CLE 
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A ;৯1245:38575 ভট 
কারণ 4 SiR ৰ sin sin > <! যেহেতু 


/ = 41802 cos A+b cos B+ c cos C)< Rs! 
অতএব ন 
৯2 = (দু +r) (৷ +2) (0 + 0) ৷ 
অনুরূপ এরড্‌সৃ-মরডেল্‌ এর উপপাদ্য প্রমাণ করব অর্থাং 
3%+) + 2 20+2+7) ae 21152), 
IN /৯ /৯ ৷ 
ধরা যাক / [2=)}2, / 0০ = 23%, £41=2%) ৷ অতএব 
yz 90 P >> 000 + 2) sin ঠু=০0+%) sin মি 2p Vyz sin ৰ 
অৰ্থাৎ ১/2 ০০৪ ট >) ৷ 


অনুরুপে _/2% ০০১ 2 ১৮৫, 3) ০০৪ £» | অতএব যাঁদ নীচের রাশ 


ধার 
28450 + 2 = 2 /}2 ০০৪ টি ২/2% COS 272 ০০৪ 


= (এ%- J ০০৪ &- এহ ০০৪ 0)" +( 4ঠ sin 275 2 
0 


Vv 


সুতরাং 
ন, 2 Vyz cos 52 ৬৪১ cos %+2 NES) ০০৪4, > 
i , ম 207 ন gtr) 

গ্ৰন্থপঞ্জী হিসাবে উপরের আলোচনাগুঁলির জন্য উইল্সন্‌ [10], মর্ডেল্‌ [11] 
এর নাম উল্লেখ করা হল । * 

3. যথেষ্ট আগেও জ্যামত হতে বাঁজগাঁণতের সমাধান বা বীজগণিত হতে 
জ্যামাতির সমাধানের সন্ধান করা হয়েছে। উদাহরণস্বরূপ ফুরিয়ারের প্রশ্নের উল্লেখ 
কর৷ হল । একটি সমতলে 17টি সরল রেখ। আছে এবং তাহাদের এরুপভাবে স্থাপত 
কর৷ হল যে তাহাদের 101টি ছেদাবন্দুর কোন দুইটি বিন্দু দুইটি রেখা হতে বেশী 
রেখার উপর অর্থত নয়। অতএব আমরা ধনম্নীলীখত বীজগণিতের সমীকরণ 


দুইটি পাই : 


21982 te tX ৮177 (633) 


X84 X23 + +x3=87]=m* - 27) = 17: 2,101, + (6.34) 


15 
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যেখানে »$ এর অর্থ ; সংখ্যক ছেদাবন্দুসহ রেখার সংখ্যা। দেখ। গিয়েছে যে 
(1, 1, 1, 2,4, 8) বা ৫, 2, 3, 3, 8) বা (1, 5, 5, 6) ব|(3, 2, 5, 7) উপরের: 
সমীকরণ দুইটি (6.36) এবং (6.37) এর কয়েকাঁট সমাধান। প্রথম ব৷ দ্বিতীয় 
সমাধানের ছবি আঁব। কঠিন হবে যাঁদও বীজগাণতের সমাধান সম্ভব হয়েছে । 


3.1. 1বাঁভন্ন মাতক গণিত বাঁজগাঁণতে আজকাল আলোচন৷ হয় এদের ৰ 
যন্ত্রগণকে প্রয়োগের কারণে । আমরা দেখাব যে এখন মাত্রক গাণত জ্যামিতিতেও 
প্রয়োগ সম্ভব। >. মানা 8 বলতে += 11 হলে ৯ 3 (মান্রা 8) লিখতে হবে বা 
%= 17 হলে আমরা পাই %-] অর্থাৎ ভাগশেষ ফাংশনের মান। এখন যাঁদ এই _ 
মাত্রায় রেখার সমীকরণ »=2%4+4 (মান 5) লিখি এবং দুইটি সমান্তরাল রেখার 
উপর তীর চিহ্ন দিয়ে ছাব আঁকি তবে 6.25 নং চিত্র পাব। মান্াকে আমরা মাপাঞ্ক _ 
বলতে পাঁর। ছাঁবাঁট আঁকতে ৯= 1 এ ফাংশনের মান ] অর্থাৎ 1 হতে 1 পাওয়া 


ধা 4 

3 3 

2 2 

1 | 

0 1 
6,25 নং চিত্র 


হল এটিই তাঁরাচহ্ন দিয়ে বুঝিয়ে দেওয়া হয়েছে । ০৮2 ফাংশনের মান 3 যখন _ 
মাপাঙ্ক 5। অতএব 2 হতে 3 এর দিকে তাঁর চিহ্ন দেওয়া হয়েছে । একই _ 
মাপাঞ্কে )=2%+ 4 ( মাপ৷ঙ্ক 5) দুইটি এককেঞ্জিক বৃত্তের উপর আঁকা যেতে _ 
পারে। 6.26 নং চিন্ৰে দুফ্টব্য ৷ লক্ষ্যণীয় যে তীরচিহ ছাবাটির এক্ষেত্রে প্রাতসাম্য _ 
আছে। }=7%+9 (মাপাঞ্ক 9) কৌঁতুহলোদ্দীপক চিত্র দেবে। গ্রনথপঞ্জীতে ' 
ওয়েবষ্টার [12] ও বার্ড [13] এর নাম উল্লেখ করা হল। 


4. জ্যামিতি এবং ভ্িকোণামাতির সম্বন্ধ বিশদভাবে প্রতিষ্ঠিত করতে আরও: 
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কয়েকটি উদাহরণ নেওয়া হল। একাট ন্রিভুজে জানা আছে যে ৪+৫১৯৫। 
(০+০) এবং এ এর পার্থক্য আরও বিশদ করবার জন্য প্রমাণ করা হবে যে 


6.26 নং চিত্র 
ঠিৰ RON ৰি 0 (6.35) 
b+c 
এবং 
b+c-a> 26৫ যাদ ৫ < ঠ বা ০21 , (6.36) 


যাদ ৫২৮, তবে ট+০- ৫০=(০+৫)+০-৪ যেহেতু ০+৫৯০% 
অতএব, ৪+০-০২০2০428৫ 


অনুরূপ (৮+০)(৮+০-৫)- 2০ cos A. রি, 
=) + হে + 28৫ = ৫(0 +c) - 280 cos 4 
= ৫৭ + 200 - alb+c¢) 


-(35-96+5-9) ১৮01 
a 


অতএব &+৫ ৪৯০ 


41. এবার জ্যামিতির ছাব একে ?ক করে জ্যামিতির অসমতা নিৰ্ণয় করা 
"ইভা দেখান হবেণ। ধরা যাক 4900) একটি উত্তল চতুডুজ এবং এর 47) বাহু 
BC বাহুর সমান্তরাল নহে। P 1বন্দ; কর্ণন্বয়ের ছেদাঁবন্দ; ৷ 0, 4D এর সমান্তরাল । 
018 কে BC বাহুর সমান্তরাল এবং RS কে 4D বাহুর সমান্তরাল করে টান৷ 


| 
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হয়েছে ৷ 627 নং চিত্র দুষ্টব্য। স্পষ্টতঃই PORS একটি সামন্তারক । ধরা যাক 
০ = PORS সামন্তারকের ক্ষেত্রফল ; $০ = 470) চতুভুজের ক্ষেণফল । প্রমাণিত 


6.27 নং চিত্র 


হবে যে এট ৪1 ধরা যাক ৪,, 98, 5৪, 5২ যথাক্রমে PAB, PBC, PCD 


এবং 2704 ট্ৰিভ,জগুলির ক্ষেত্রফল | যেহেতু PO, AD বাহুর সমান্তরাল 


AO DPT ত ৰ চি 
HB BD EET, | ৯ ৮0657) 


(6:37) এর ডানাদক 4 বন্দ: হতে BD এর উপর লঙ্ব টানলেই পাঁরক্কার ভাবে 
পাওয়া যাবে। যেহেতু, 


নত | 7 (6:38) 
আমরা (6"37), (6"38) হতে পাই-- 

53,154. ৪9799 53. 7 ৩ ৭ 58754 
অৰ্থাৎ, j ৰ 


40. 83154 
ZB CE SEAT ১১ টি (6:39) 


অতএব 840 ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল = %,_ $৪ +54 - * 
9 ভু 88845, SAL 


(6.40) ৮2 বিন্দু হতে 4B এর উপর লম্ব টানলেই পাওয়া যায় । অনুরূপভাবে 


40 ন্রিভূজেয় ক্ষেত্রফল = ($, + (53555)? 
0% তরিভুজেয় ক্ষেত্রফল = (২ +$,) নি ... (641) 


কারণ সদৃশ ত্ৰিভুজদ্বয়ের ক্ষেত্ফলের অনুপাত অনুরূপ বাহুদ্বয়ের বর্গের অনুপাতের 
সমান । (6.41) এবং (6.40) হতে POR ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল = 


জা 555) (Sts) ট { 
(ss 55) (লম টল মা ৪2:06:42) 
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যেহেতু, ও% +$2+ 55459, $২ 55 5255 আমরা পাই 


(9555 _55)55 
৮ 553 ৰ তা (643) 


(6.43) এবং (6.42) হতে 
POR তিভুজের ক্ষেত্রফল = (এ -(s,+ )*} (Ss +55) 
= 7, -($,"+ 5°) ($-$,-$9)। (6.44) 


ধর। যাক ৯= $5, +521! অতএব, 
2 9 -৯*% (s- x) Ee (6.45) 


$0 


$9 এর মান শূন্য ধরলেও $০ এর বৃহত্তম মান হু্5 ! অতএব 
$0 আত! 
4.2. এবার বিপরীত 1দিকের প্রশ্ন নিয়ে আলোচনা করব অর্থাৎ যাঁদ অসমতাট 
দেওয়৷ থাকে তবে তার জ্যামিতিক ব্যাখ্যা কি হতে পারে। ধরা যাক একটি ত্ৰিভুজ 


ABC তে দেওয়া আছে যে 
R(cos A+ cos B+ cos C)=Rt+r '_,.. (646) 


যেখানে & পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ এবং ৷ অন্তঃবৃত্তের ব্যাসাৰ্ধ ৷ 6.28 নং চিনৰ দ্রষ্টব্য ৷ 


ARC, DEF ত্ৰিভুজদ্বয়ের পাঁরবৃত্ত যথাক্ৰমে R এবং 7 । 4860, DEF এর 


পাঁরসীমা যথাক্রমে (ABC), 2007) য়ে নিৰ্দোশত করা হল। অতএব 
20480) : P(DEF)=R: ri (6.47) 
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+ 


সুতরাং প্রশ্নের শর্ত অনুসারে 
0480) (cos A +০০১ ৪ +০০৪ C)= ৮(48৫2) + D(DEF) 
অর্থাৎ 
(a+b +c) (cos 4 4009 + cos C)=(a+b+c0) 
+ (DE + EF + FD) 
বা (a cos A +b cos B+c cos C)+(BF+ BD) + (DC + CE) 
+(4E+AF)=(a+b+c)+(DE+ EF+ FD)... (6.48) 


কিন্তু 
৪ ০০৪ 4= & ৪10. 2.4 এবং -৪£ = &?০০৪ A অর্থাং27- 7510 24 
917) এ sinB 


অনুরূপ & ০০৪ 8, ৫০০৪ C পাই ৷ কাজেই (6.48) হতে পাওয়া যায় 


(2.74 FB+ 82) + (810 + DC + CE) + (FE + EA + AF) 
= (8৪৫৭ CA+ AB)+(DE+ DF+ }8) ... (6.49) 


(6.49) হয়েছে (6.46) এর জ্যামিতিক ব্যাখ্যা । 


4.3. আরও কিছু জ্যামিতি ও ৱ্রিকোণামাঁতির অপাঁরাচত অসমত! দিয়ে এ 
পারিচ্ছেদ শেষ হবে ৷ আমরা একটু কাঠন অসমতা বিবৃত করলাম ৷ যাদ 4, 8, C, 
9, & ০, &, 480 ত্িভুজের কোণগুলি, বাহুগুলির দৈর্ঘ্য, অর্ধপারসীমা হয়, তবে 

(৪+.84০)১ (9) ($- 8) ($- 0) > (৫২4৮ + ৪25 

ৰ % ০০৪ A cos B cos C | (6.50) 
(6.50) অসমতাট নীচের অসমতার সমার্থক : 
(abc)* (a+ b+ 2), (a+b6-c)(a-b+c) (b+c-a)> 
(08+ b? + ত) (1° + ৪ - তে) (a8 _৮০ + তে) 
(৮২+০০-৫2)। ... (6.51) 

কিন্তু আশ্চর্যের বিষয় (6.51) সর্বপ্রকার 2৫, &,৫ এর জন্য সত্য, অর্থাৎ ৫, &, ৫ 
ত্রিভুজের তিনাট বাহু হওয়ার প্রয়োজন নাই। আবার 

(০+8+০৮+০-০)৫+-)(৫+৮-০)- 

= 2(a*b* + bc? + c*a2) — (a4 + b* + ০) (6.52). 

কে (9: + &% + ০9) দিরে উভয় দিক গুণ করে পাই 


(৫৭+৮৭+৫০%) (৫+84.0) (&+ ৫-৫) (০+4-&)(৫+৮-০) 
= (৫%০% + &*৫৭ + bic? 404৮5 + ৫4০৭ + 0422) 
(৫৪ + be + ৫) + 62750905 
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= (চ% + তে = a?) (হে +a? 02) (a* +b? -- ৫১) + 848০) ...(6.53) 
পুনরায় ৰ, 
abc (a+ b+ ০) = ৫180 4+ 8500 + ৫5৫৮ < (৫*+8%-+৫%)৭ ...(6.54) 
(6.53) এবং (6.54) প্রয়োগ করে অনায়াসেই (6.51) অসমতাটি পাওয়া যায় । 
ব্রিভূজের নানারুপ অসমত৷ বিষয়ে গ্রন্থপঞ্জীতে কাল যান্‌ [14] হাত্তোর [15] নোভলূ্‌ 
[16], বোভ্তেম। [17], বাগের [18], রাওন্‌ [19] কারালৎস্‌ [30] এর নাম উল্লেখ 
করা হল ৷ বোত্তেমাই বিশেষভাবে উল্লেখযোগ্য ৷ 


4.4, ত্ৰভুজের সাঁহত যুক্ত অপর একটি অসমতার আলোচনা করব যার চাঁৱন্ৰ 
পূর্বের আলোচনা হতে 1কছুটা পৃথক । আমাদের সেই ত্ৰিভুজগুলির, স্বরুপ নির্ণয় 
করতে হবে যেগুলি নীচের অসমতাটি মান্য করে_ 

২৪ + S5(cot A + cot B+cot > 3(cosec A + ০০১০০ B+ cosec 6 
যাদি তরিভঙ্াট সমবাহু হয় তবে স্প্টতঃই অসমতার পাঁরবর্তে সমতাট হবে। প্রমাণ 
করার জন্য আমাদের লক্ষ্য করতে হবে 


2 cot A=cot ত tan ৰব এবং 2 ০০৪০০ 4=০০%+ tan 5 ৷ 
(6.56) 


(6.55) এবং (6.56) হতে পাই 


ত BC 
২/৪ + ৮ ৫) = 4ftan G+ tan নন tan 3) ৷ 
(6.57) 
(6.57)কে লেখ! যেতে পারে 
হু; ও (41377) (6.58) 
4377 ৫ 


যখন R, 7, ও যথাক্রমে পাঁরবৃত্তের ব্যাসার্ধ, অস্তঃবৃতের ব্যানাৰ্ধ এবং ত্রিভুজের অর্ধ- 


পাঁরসীমা ৷ কিন্তু যেহেতু বরিভুজের ক্ষে্এল £-75, 
F এ+ ৩১ ০৮ 474271)। 

কিনতু কখন ১৮97৭ এবং $* 7 16817 575 

সকল ত্রতুজের পক্ষেই প্রযোজ্য এবং যাদি প্ৰভুজটি সমবাহু হয় (6.60) তে সমত৷ 


চিহ্ন হবে। 


(6.59) 
,, (6.60) 
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বিকপ্পে, 
/ J 25 785 +c: 
cot এ4+০০৮2৭+০০৮ C= রি; এবং ০০৪০০ A + 09990 8৪ 
21 +/৫ 402 
মচ - - লাল" ৪31 (6, 
+ 09560 C 2 ৷ (6.61) 


যাদ 0 = (৫- 8)* + (১- ০)* + (৫- ৫)* বলে ধরা হয়, (6.59) এর অসমতাটি 
দীড়ায়-- 

40 আন্ত + 30 ৯৯(৫৭+৮+০৪)। =, ... (6.62) 
(6.62) সকল ভ্রিভজের পক্ষেই প্রযোজ্য এবং সমত৷ চিহ্ন সমবাহু ত্রিভুজের ক্ষেত্র 
সত্য। 


9.5. আমর! এবার আরও একটু 1ভন্নধরনের ভ্রিভজের অসমতার আলোচন৷ 
করব। সমবাহু ভিন্ন ত্ৰিভজের যাঁদ পাঁরকেন্দ্র 0, অন্তঃকেন্দ্ৰ 1, লম্বাবন্দু 7 হয় 
এবং যাঁদ ভ্রভূজের কোণ তিনাটর মাপ <, 8, ) হয় এবং < <! <! হয়, তবে 
প্রমাণিত হবে যে, 


Ho Hr 
(0) 189 ৮০৬ 3: &, (663 
09,930 


নিচা যাঁদ 9 > 60, H/= 10 যাদ = 60", (6.64) 


121 < 2 যাদ 95৫০ ৷ 


প্রমাণের জন্য নীচের সম্বন্ধগুলির সদ্ব্যবহার করা হবে : 
(a) 105. 1 - 287, 
(৮) 720. 975 + 81১৮ + 275 = 252, 
0০) 4275 =4R° 74274 375 ৬ 
(9) R>2r, 


y (6.65) 
(e) 16Rr 572 4৩২ <! 41% +4Rr+3r2 


০৮ 
চি 


(ff) >= < এ যখন  >,=, বনু! 


(6.65) এর (6) এবং (9) হতে পাওয়া যায় = 
25745 < HO: এ 91২42474127... ৬, (6.66) 
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(6.66) কে আগাগোড়া R* 2? দিয়ে ভাগ করে এবং (2) কে ব্যবহার করে ও 
বর্গমূল নিয়ে পাই 


2") LHI 67) 

(1 + ) এট ক) ৰ +. (6.67) 
অৰ্থাৎ 1 < রি এ 31 অতএব (6.63() ) এর প্রথমাংশ প্রমাণিত হল ৷ পুনরায় 
(6.66) এর (6) ও ৫) ব্যবহার করে পাই যাঁদ (6.63) এর দ্বিতীয় অসমতাকে 

টি 7154 - 
সত্য বলে ধরে নেওয়া যায় অর্থাৎ TD এত" তবে, 

5৪ > 4774 1975 ৰ" ১ .., (6.68) 


(6.68) এর সত্যত৷ প্রমাণিত হবে (6.65 (8) ) এবং (6.65 (০) ) এর প্রথমাংশ 
হতে। 
(6.64) প্রমাণিত করতে হলে 


HI 2 এর ফলে 3HI < 270 < (HO + 81) 


Ho ৩ 
অর্থাধ তি এর এখন (6.65 (৮), (0) ) হতে পাই: 
15 <! = ,> যখন? ৮১৯ < ক! 


প্লশ্নমাল। 


"1. একটি রেখার উপর অপর একটি রেখার লম্ব আঁভক্ষেপ একে প্রমাণ কর যে 
বি > bc! 


2. রেখাঁচত্র সাহায্যে সত্যতা দেখাও যে 07), এবং 0175৪ অঙ্গারাত্মক 


যৌগিক পদার্থ দুইটির রূপান্তরের সংখ্যা যথাক্রমে 5 এবং 101 
3. দিক নিৰ্দোশত বৃত্তের সম্বন্ধে ছয় বৃত্তের উপপাদ্যের প্রমাণ উপাদ্ছত কর। 
4. রেখাচিত্র এ'কে দেখাও যে মিথেন, ইথেন এবং প্রোপেন কোনরূপ রুপান্তর 


দেয় না ৷ 
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5. রেখাচিন্রের সাহায্যে দেখাও যে ল্যাকাঁটক এাঁসড : 


CH, 
CH,CH(OH)COOH, ভ্যালোঁরক এযাসিড্‌ : DCH +‘ COOH এবং 


2 [1 


CH ৪২. 
এ্যামাইল্‌ এলকোহল : বা ১০৮ * 0790৮ এর ন্যায় সরল অঙ্গারাত্মক 


গুণত 
যোগক রাসায়ীনক পদার্থ সকলের, বামাবর্তক, দাক্ষণ৷বৰ্তক এবং বাম ও দাক্ষণাধৰ্তক 


রূপের, দৃষ্টি বিষয়ক রূপান্তর আছে। 
6. দেখাও যে ম্যালোয়ক্‌ এসিড 77-0০-0099 7 এবং 


H—C—COOH 
িউমারক এযাঁসড্‌ H_C—COOH 


|| 
HOOC—C—H 
“সমঅণু বিপরীত দিক’ জ্যামাতক পদার্থের রূপান্তর এবং 
0০8৩-০0-07 ‘2-বুটিন সমঅণু সমাঁদক ও €৫88--৫--]নু “2-বুটিন 
CH,—C—H H—C—CH, 
সমঅণুবপরীত দিক’ জ্যামাতর রূপান্তর । 
7. দেখাও যে ডাই-ইথাইলৃ-ইথার : 05H,-0-_CH, এবং বুঢ়াইল্‌- 
এ্যালকোহল্‌ : 04.5--017. দুইটি 'গঠনতান্তক রূপান্তর’ । 


দুইটি ‘সমঅণু-সমাদক’ এবং 


8. এরডসৃ-মরডেন্‌ উপপাদ্য যে, যে কোন ত্ৰিভুজে %+)/+2-20০+৫4+7) 
প্রমাণ কর যেখানে ৯, ), 2, 9, ?, 7 যথাক্রমে কোন অন্তঃস্থ বিন্দুর শীর্ষ বিন্দুগুলির 
দূরত্ব এবং বিন্দুতে উৎপন্ন কোণগুলির সমাঁ্খওখকগুলির দৈঘ্য । 


9. )=72+4(মাপাঞ্ক 8), ॥=9%+ 3 (মাপাঞ্ক 109) এবং 9%+3 
€মাপাঞ্ষ 10) এর তীর চিহ্নযুন্ত [চিত্র আঁক। 


10. যাদ এ, &, ৫ ভ্রিভুজের তিনটি বাহু হয়, প্রমাণ কর যে 
(&+ ৫-৫) (৫+৫-&) (৫+৮-০) < k abc যখন /£-21 
11. ধরা যাক  বিন্দ্য 490 ভ্রিভূজের অন্তঃস্থ । <, 19,:%, 4BC ত্রিভুজের 
কোণ ৷ ধরা যাক 4২5১ 19, 4৫৪ 2 বিন্দুর 480 ত্রিভুজের শীর্ষ বিন্দুগুলির দূরত্ব ৷ 
ri, ra, ৮৩৮ বিন্দুর 4.96 ত্ৰিভ;জের বাহুগুলি হতে দূরত্ব । দেখাও যে 
45281024748 5105 + 13 5105 y <! 302 +73+78)। 
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12. ধরা যাক 2, 4730 ত্রিভুজের অন্তঃস্থ বিন্দু | ধরা যাক £+ Rs, Rs. 

৮ বিন্দুর 4730 ত্রিভুজের বাহুগুল হতে দূরত্ব ॥ প্রমাণ কর যে 

(}) 1078 +s) + Rar, ৭778) 48505 +72) 2 (২175) ("+ 7১), 

(i) (1২. + 12) (1২, + 18) + (8৪ + 18১) (1২5 + 1২ ৪) + 

(25 + Ri)(Rs + 1৪) 2 
4{0, +/5)05 +75) + (79 + 1২) (19 ৭-1) + ৫5475005172) 

সমতাচিহ্ন সত্য হবে যাঁদ 40 সমবাহু ত্রিভুজ হয় এবং ৮ ত্ৰিভ;জের কেন্দ্ৰ অবস্থিত 
হয়। 


In the Germany at the turn ‘of century there was keen: 
interest in the inter-relationship of research and education. 
Felix Klein, Courant’s predecessor at Gottingen, was a leader 
in the then developing interest in school Mathematics. Courant 
was deeply concerned that Mathematical text-books not only 
be logically disciplined, but that they also reveal motivations. 
and usefulness, He had moreover the ability to meet ‘these 
criteria and at the same time produce writing which had. 


elegance and beauty—books which were infact works of art. 
—Warren Weaver. 
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শোয়েনল্যাও, এ.--]৷/[0]60018[ symmetry, an introduction to 
group theory and its uses in chemistry, 
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1. আলোচা বহুতলকগুলি ঘনবন্তুর সবচেয়ে সহজ উদাহরণ, হয়ত গোলাকার 
থনবন্তু ছাড়৷ ৷ দুইটি তলের সাধারণ বাহুকে ধার বলা হবে। সর্বাপেক্ষা পাঁরাচত 
বহৃতলকের উদাহরণ পিরামিড এবং প্ৰিজ মনু আমর বহুক্ষেত্রেই সুষম সরল প্রিজম 
এবং পিরামড্‌ নিয়েই আলোচন৷ করব। একটি তলের উপর সাধারণতঃ যে ছবি 
ফুটে ওঠে ধারগুল দিয়ে তা প্রায়শঃই সুষম বহুভুজ হয়। প্রিজসৃগুলি দেয় সুষম বহুভুজ 
এবং সেগুলি আয়তক্ষে্র দিয়ে যুক্ত থাকে। আয়তক্ষেত্রগুলি সময় সময় বর্গক্ষেত্রে পারণত 
হয়। যাঁদ প্রজ্মের সবগুলি তলই একইর্প হয় তবে প্রজ্‌্মৃকে ঘনসুষম বল! যাবে। 
যখন বহুভূজটি চারবাহ্বাশষ্ট তখন প্রজ্মুটিকে ঘনক বলা হয়। 


ত্ৰিভুজাকার 1পরামড্‌কে চতুস্তলক বল৷ হয়। যাঁদ এর চারটি তলই সমবাহু ত্ৰিভুজ 
হয় তবে একে সুষম চতুন্তলক বল৷ হবে বহুজজের উপর অবাচ্থত 'প্রজমুকে সামান্য 
পারবার্তত করলে পর শীবপরাতীপ্রজামৃ' বা পপ্রজমূ নিৰ্মিত ঘনতলক' বলা হবে। ইহার 
তলগুলতে দুইটি সুষম ॥-ভুজ আছে বা বুন্ত আছে এবং ইহার বাহুগুলি 28 সংখ্যক 
্রভূজ দিয়ে দুইটি শীর্ষে যুক্ত আছে। এই ন্রিভূজগুল সাধারণতঃ সমাদ্ববাহু হয়। 
তবে সমাদ্বিবাহু তিভুজগুল সমবাহু করে নেওয়। যেতে পারে যাঁদ ভ্রিভজগুীলর উচ্চতা 
সীমিত করা যায়। যখন %-4, বিপরীত প্ৰিজম্‌ অষ্টতলকে (7.1 চিত) পরিণত. 


বিনীত পিং ৷ 
অৰ্্ট তলক প্ৰিজম্‌ নহে 
চিত্র নং 7.1" চিত্র নং 7.2 


হয়। যখন ॥= 6 হয় 7.2 চিত্রের ন্যায় হয়। যখন "= 5, যে চিত্র পাওয়া যায় 


তা দুইটি পণভুজ পিরামড্‌কে একত্র করে পণ্টভ:জে জুড়ে দিলে বিংশাঁততলক 


238 প্রাথমিক জ্যামিতির অঞ্কনের সৌন্দর্য ও যাঁন্তাবিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


- পাওয়া যাবে 7.3 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য । প্রতেকটি শীৰ্ষ বন্দুতেই পণভ্‌জ সৃষ্টি হয়েছে 
এবং প্রত্যেকাট তলই ব্রিজ ৷ সুষম দ্বাদশ-তলক তৈরী করতে হলে দুইটি কড়াইয়ের 
আকাতির পান্নকে খাঁজে খাঁজে বাঁসয়ে জুড়তে হবে । দুইটি কড়াইয়েরই আকীঁত 


বিপরীত ভিম্‌: বিশতি তলক 
চিজ নং7.3 


এরুপ যে একাঁট প%ভুজের পাচ ধারেই একইবূপ সমাকীতি প%ভুজ ঘিরে রেখেছে। 
এজন্য 7.4 চিন্র দ্রষ্টব্য । 


7.4 নং চিত্র 


প্রত্যেকটি বহৃতলককে নিৰ্দিষ্ট করবার উদ্দেশ্যে শ্লাফূলী 1চহ্ন { 2, ৫ } ব্যবহার 

করা হয়। { ০, ৫ } চিহ্নের এক্ষেত্রে অর্থ যে প্রত্যেকটি তল 7-ভূজাকৃতি বিশিষ্ট 

এবং সমবাহু এবং ৫-বাহু একাট শীর্ষাবন্দুতে মিলিত হয়েছে ৷ শীর্ষাবন্দুগুলির সংখ্যা, 

ধারের বা কিনারার সংখ্য৷ এবং তলের সংখ্যাকে সাধারণতঃ 7, E এবং +" দিয়ে 

নিৰ্দেশিত হয়। লিওনার্দো দ্য ভাণ্ি কাঠের টুকর দিয়ে বহুতলকের মডেল তৈরী 

-করেছেন ৷ মডেলগুলিতে ধারগুলি পারস্ফুট, কিন্তু তলগুলি রুপে অবান্থিত হবে তা 
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দুষ্টার কণ্পনায় ছেড়ে দেওয়া হয়েছে। 7.5, 7.6, 7.7, 7.8 এবং 7.9 নং চিত্র 
স্সাফূলীর সাঞ্কোতিক চিহ্ন দিয়ে বহৃতলক নিৰ্দেশ করা বুঝবার জন্য দ্ৰষ্টব্য । 


(9) 


(9 


to) ' (9) 


(0) 
আর্ট তলক 13,4) 
7.7 নং চিত্ৰ 


240 প্রাথমিক জ্যামীতর অঙ্কনের সৌন্দর্য ও যুন্তীবজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


(৮) 
(a) ধু 


(c) 
বিংশতি তলক {3,5} 


7.9 নং চিত্র 


উপরের চারটি ঘনবস্তৃকে প্লেটোর ঘনবন্তু বল৷ হয়। যে কোন সরল বহৃতলক অয়েলারের 


সুত্ৰ মান্য করে অর্থাৎ. 
V-E+F=2 ou 11৭, 


যে কোন যুক্ত ঘনবন্তু একটি ধারের সঙ্গে আর একাট ধারের সঙ্গে যুন্ত করে, একটি শীৰ্ষের 
সঙ্গে অপর একটি শীর্ষের সঙ্গে যোগ করে বা দুইটি শীর্ষ যোগ করে তৈরী করে নেওয়া 

তে পারে । তৈরী করার প্রণালী উপরের ছাঁবগুলির এক একাটতে দেওয়া আছে। 
পূর্বের ক্ষেত্রে /, £ এর প্রত্যেকেই | কুরে বার্ধত হবে এবং £' অপারবার্তত থাকবে । 
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পরের ক্ষেত্রে / অপারবাৰ্তত থাকবে ৷ পরের ক্ষেত্র 7 অপারবার্তত থাকে এবং 
1, ৮ উভয়েই সংখ্যায় 1 বার্ধত হয় । উভয় ক্ষেত্ৰেই 
V-E+F=2 
অতএব সরলভাবে যুক্ত বহুতলকের ক্ষেত্রে অয়েলারের সৃ্ প্রযোজ্য । . : 
সুষম বহুতলকের যাদি শ্লাফ্‌লা সংজ্ঞা 1, ৫) হয়, 2, ৫ নীচের সম্বন্ধগুলি মান্য 
করে যেহেতু ৫ ধার একটি শীর্ষ বিন্দুতে মিলিত হয়েছে এবং 2 ধার একটি তলের 
পাবরসীম৷ নির্ধারিত করেছে : | ) 


V৮ = 0!" = 2 ( ধারগুলির সংখ্য ) = 2£ ১০% (7,2) 
অতএব, 
7৮12. ৮ ১7-7172 47 
চাচাত... CITI +26- 705) 
ত 2 Pp 82477 2 
যেহেতু ৮, E, £ সকলেই ধনাত্মক সংখ্যা হবে. 
2p +2q-pq>=0 
না রং 
(7-2)4-2)44 ৰি টী (7.4) 
কাজেই মাত্র পাচাট সুষম উত্তল বহুতলক পাণ্ডয়৷ সম্ভব, যথা 
{3, 3}, {4, 3}, 13, 4}, 15, 3}, 83; নাত, (7.5) 


1.1 (7, ৫} বহুতলকের বিপরীত হবে {9,2} এবং এর প্রাতিবর্তও সত্য । 
7.10 নং চিত্র ঘনকের বিপরীত বহুতলক বা বিপরীত ঘনক । 


7.10 নং চিত্র 


এই বহুতলকেৰর প্রত্যেকটি তল তিনাটি রেখা দিয়ে বেষ্টিত এবং প্রতেকাট শীর্ষে চারাঁট 
রেখা মিলিত হয়েছে কাজেই শ্লাফূলীর চিহ্ন দিয়ে একে 13, 4) বলতে হবে। 

1.2. আমরা এখন সবচেয়ে সরল নবনতুর আকৃতি যেগুঁলিকে ডিয়েনের ঘনক 
16 ‘ 
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বলা হয় সেগুলির আলোচনা করব ৷ এমন কি এমন সহজ বন্তুর আকৃতির মাধ্যমেও 
গুণবার প্রণালী এবং ঘাতচিহ্বের উপযোগিতা ও গুরুত্ব বুবিয়ে দেওয়ার যথেষ্ট সুযোগ 
রয়েছে । 7.11 নং চিন্রগুল দ্ুষ্টব্য। আমাদের নান। মানের ঘাত ছাব দিয়ে ডয়েনের 


00 


(0) 2*একক ৰ 
Ff 209 ৰ (রা ওুদছঘনকং2ক 


(৪) দীর্ঘ ধুদুঘনক:24 ৰন 


{/) দীৰ্ঘ গুক্ছ-ঘনক শুদ্ছ:2১ / 


10) গুদ- ন 7 


Zt দীপ প্তাচু-ঘনক প্রচ: 2? 


ঘনক গুচ্ছ :28 


7.11 নং চিত্র 


ঘনকের সাহায্যে আঁকা সম্ভব। উদাহবরণস্বৰূপ-ৱিঘাতের বর্গ, ত্রিঘাতের ত্ৰিঘাত ইত্যাদি 
দেখিয়ে দেওয়া। সম্ভব ৷ গ্রন্থপঞ্জীতে কোক্সিটার [1] এর নাম উল্লেখ করা হল । 


1.3. আমরা £_£+ 72 সূত্রটি সরলভাবে যুক্ত বহুতলকের ক্ষেরে প্রমাণিত 
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করোছ। ধরা যাক, কোন বহৃতলকের প্রত্যেকাট শীর্ষ বিন্দুতে অন্ততঃ তিনটি ধার 
এসে ?মলেছে এবং এর প্রত্যেকাটি তলের পাঁরসীমায় অন্ততঃ 1তিনাঁট রেখা 
আছে। প্রত্যেকাট তলে যাঁদ & সংখ্যক ধার থাকে, তবে এ তলে / সংখ্যক 
শীৰ্ষ থাকবে ৷ 


উপপাদ্য ঃ সরলভাবে যুক্ত বহুতলকের ক্ষেত্রে ৫ এর মান কেবলমান্ত 3,4,5 
‘হতে পারে। 

1 এর মান 1 বা 2 এর প্রশ্ন আসে না । এখন প্রমাণিতব্য মাত্র যে ৫>6 সম্ভবপর 
নয়। আমরা অয়েলারের সুত্র হতে পাই যে, 


F-E+V=2 ৰ ৰ্‌ 5:10). 
এবং স্পষ্টতই 

7725) V= Vat Vt Vs te 4 (7°7) 
এবং ৰ 

2167 375 44747575775 ৫ 187) 


যেখানে 7, E, ঢ এবং 7% বথারুষে বহুতলকে তলের সংখ্যা, ধারের সংখ্যা, শীর্ষ- 
ধবিন্দুর সংখ্যা এবং যে শীর্ষাবন্দুতে 7 সংখ্যক রেখা 1মালত হয়েছে তার সংখ্য ৷ (7.7) 
সমীকরণটি অনায়াসেই বুঝা যায়। (7.8) সমীকরণটি বুঝতেও অসুবিধ৷ হয় না কারণ 
শীর্ষাবন্দুর বর্থমান 3, 4, 5, *" ইত্যাদি হতে পারে (7.6), (7.7) এবং (7.8) হতে 
ফর অপনয়ন করে পাওয়। যায় fj 
4k=2kV - 2(k—2)E=(6- 1079+08- 217,410” 3/)7/5 + *** 
0) 
লক্ষ্যণীয় যে, (7.9) এর ডানাদক ধনাত্মক হতে হলে <6 । কাজেই ৮ এর 
সম্ভাব্য মান বিভিন্ন ৫ এর মানের জন্য পাওয়া যায় যে, 
€9: 1৮3, ৮৮4১ 6১8৮ 10১12 14 7 ....:07.10) 
07) ৮74,৮৮6, 8, 9, 10,117 in 2k (7:11) 
(in) k=5, F=12, 16, 18, 20, 227 (7.12) 
উপরের 7.10 এর সামান্য বিশদ আলোচনা দেওয়া সমীচীন হবে। যেহেতু ৫-3, 


তলগুল ভ্রিভূজাকীত হবে ৷ একটি চতুস্তলকে k= 3, ৮৮4 1 স্পষ্টতঃই দেখ! যায় 
যে এর কোন একটি তলকে অপনয়ন করে আরও {তনটি তিভুজাক্‌ত তল যুক্ত করে 


244  প্রাথামক জ্যামিতির অঙ্কনের সৌন্দর্য ও যুক্ত বিজ্ঞানের শ্রেষ্ঠ নিদর্শন 


দেওয়া যায়। কাজেই যখন = 3, £এর মান 4 হতে দুই করে বার্ধত হয়ে নতুন 
নতুন তলকের সৃষ্টি হবে ৷ 7.12 নং চিত্র দ্রষ্টব্য £ 


(a) দা উ* 


7.12 নং চিত্র 


(7.11) এর এখন একটু বিশদ আলোচনা করব । যেহেতু /-4, এরুপ 
বহুতলকের তলের পাঁরসীম। চারাট রেখ। দিয়ে বেষ্টিত । 7.1) নং চিত্র দ্রষ্টব্য £ 


৮৫7 


(0 
7.13 নং চিত্র 


7,130) এর যে কোন তলকে 7.13(6) বা ৭,136) চিত্রের ন্যায় চারটি তল দিয়ে, 
অপসারিত কর৷ যায় । লক্ষণীয় যে এবুপ অপসারণের ফলে বহুতলকের চরিত্রের কোন 

রূপান্তর ঘটছে ন৷ ৷ অনুরূপ কারণে একটি তলকে তিন ভাঁজ চিন্তা করে দুইটি তলের 

যোগ চিন্ত৷ করতে পার । কাজেই 6 হতে সুরু করে 2, 3 বা 4ট তল যোগ করে যেতে 

" পার। অতএব অনুমিত হতে, 4-ধার বিশিষ্ট বহুতলকের তলের সংখ্যা হতে পারে 
Fe 6,8,.9, 10,7]1, ee ৷ i 
এর পরে &=5 বহুতলক বিশেষ উদাহরণ £'= 12 মান্র নিয়ে আলোচন। করব। 

এক্ষেত্রে 7.14 নং চিত্ৰ দ্ৰষ্টব্য । 

7.14(6) চিত্র হতে দেখা যায় যে 5টি তল হতে 5+ 2+2=9ি তল পাওয়৷ যায়। 
কাজেই 12টি তল হতে, 12+4-16টি তল পাওয়। যাবে। যে দুইটি শীর্ষাবন্দু 
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{0} 
7.14 নং চিত্ৰ 
পণ্ডভূজ তলে পড়েছে সেট হতে, ¥ চাহ্নত বিন্দুগীল হতে আরও দুইটি তল 
পণ্ডভুজে বেষ্টিত হয়ে পাওয়। যাবে ৷ কাজেই 
F= 12,16, 18, 20, 22, -: 
1.4 773 এর সাঁহত জাড়ত প্রশ্নের উত্তর কেই1ললি 1862 সনেই বিশদ 


আলোচনা করেছেন ৷ 
আমরা নীচে ৮ শীৰ্ষক কতকণুল বহুতলক চত {দলাম ৷ ॥ এর মান »- 4, 5,6 


নেওয়া হল। 7.15 নং চিতল দুষ্টব্য। 


০6৪: ত্ৰিুজাকৃতি প্রিজম 
(৪) 


7.15 নং চিত্র 
গ্রন্থপজীতে হাঁকল, হিল্‌, রীড্‌ ও টিরেল [2] এর নাম উল্লেখ করা হল। 
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1.5.. ছবি আকবার উৎসাহ বাড়াবার জন্য একটু ভিন্ন ধরনের প্রশ্ন আলোচনা 
করব। দীর্ঘকালের আলোচিত প্রশ্ন যে সমান্তর আয়তক্ষেত্রাকার ষট্‌ফলকের আস্তিক 
আছে কিনা যার ধারগুলি, তলের কৰ্ণগুলি, অন্তঃস্থ কর্ণগুল সকলেরই মান পূর্ণসংখ্যক। 
মনে হতে পারে যে সবগুলি ধার এবং কৰ্ণ পূৰ্ণসংখ্যা হবে না। কিন্তু অষ্টাদশ 
শতাব্দী হতে একটি সমাধানের পাঁরবার চলাত আছে। প্রশ্নটি আসলে চারটি 
সমীকরণের পূর্ণসংখ্যক সমাধান । চারটি সমীকরণ হলেও তাতে সাতটি চল আছে। 
নীচে সমীকরণ চারটি লেখ! হল £ 

28240 = 19, 2৫৪4 22 = 1(৪, P+ 25 = ৮%, x2 +y2+z2=w2 


(7.13), 
(7.13) সমীকরণগুলির সমাধান নিম্নৰূপে দেওয়। যেতে পারে ঃ 
+= ৫(48% -c2), ) = 84৫2 - 02), 2 = 4 abc, 


৫৯+৮৭-০০ এবং ৫, &, ৫ ধনাত্মক পূৰ্ণসংখ্য৷৷ _... (7.14) 
সবচেয়ে সরল সমাধান (৫, &, 0) = (3, 4, 5১) অতএব 


(x, », 2) (117, 44, 240) ৷ কিন্তু এর অর্থ এই নয় যে (7.14) পাঁরবার- 
বাঁহভূ‘ত (7.13) এর অন্য সমাধান নাই। যেমন 


(%, y, 2) (640, 252, 275) (7.13) এর সমাধান, কিন্তু (7.14) পাঁরবার- = 
বাঁহভূ'ত ৷ গ্ৰন্থপঞ্জীতে স্পন্‌ [3] এর নাম উল্লেখ করা হল । 


1.6. এখন আমরা অপেক্ষাকৃত জটিল বহৃতলকের অঞ্কন আলোচনা করব ৷ 
- শ্রাফূলী সাক্কোতক চিহ্নই ব্যবহার করা হবে। এ.অতান্ত পাঁরাচত যে একাধিক 
ঙ্‌ 


7.16 নং চিত্র 
সর সুষম ঘনবস্তু একত্র করে যৌগিক ঘনবস্তুর সৃষ্টি করা যেতে পারে এবং এ ঘনবন্তু 
অনেক জটিলতর প্রাতিসাম্যযুন্ত আকৃতির হবে £ যথা দুইটি চতুস্তলকের যোগে একটি 
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ঘনকের প্রাতসাম্য সৃষ্ট কর৷ যায়, পাঁচটি ঘনকের সাহায্যে একটি সুষম দ্বাদশ- 
তলকের প্রাতসাম্য পাওয়। যায় ইত্যাদি । আমর। একটি সুষম যৌগক দ্বাদ গ-তনকের 
আকুত দেখাব ৷ ৷ এরুপ সৃঁষ্টতে প্রাথীমক সোপান গহসাবে আমর। সুষম শবংশাত 
তলকের সঙ্গে যোগক মিশ্ৰণ করব। পৃথকভাবে অবশ্য [বংশীততনক বা অপর 
থনবন্ধুর প্রাপ্ত প্রাতসাম্যের ধর্ম নাই৷ 7.16 নং চিত্রে একটি সুষম বিংশাত তলককে 
একটি সুষম অক্টতলকের মধ্যে অন্তার্লাথত করা হয়েছে! এবুশ করেই বিংশাত 
তলকগুলির যৌগিক থনবন্ধুর সৃষ্টি হয়েছে । 

স্পষ্টতঃই ABCD অষ্টতলক BC তলের উভয় দিকে অবাদ্থত । 4 বিন্দু 
BC তলের একাঁদকে ও 49 বিন্দু এর {বপরীত দিকে অবাস্থৃত। 17015707772 
দবংশাত তলকটি অস্টতলকে অন্তাৰ্লাখত হয়েছে। ORS বংশাত তলকের একটি 
তল এবং TUV অপর একটি তল। P এবং 2 বিংশাত তলকের বিপরীত 
শীর্ষাবনদু দুইটি । দুইটি বহুতলক একত করে আমরা দুইটি বহৃতলক অংশ একত্র 
নক্ষন্রসদৃশ বিংশাততলক AQRSBUVC, DTZWBUVC এর সঙ্গে যুক্ত হয়ে 
হয়েছে ৷ লক্ষ্য কর৷ যেতে পারে যে দুইটি বিংশাঁত তলকের অংশ অষ্টঁতলকের মধ্যে 
অনুরুপ অবস্থানে অবস্থিত ৷ 

দদ্ধতীয় যৌগিক ঘনবন্ধু সৃষ্টি করতে আমর! পাচটি অষ্টতলক ব্যবহার করব। ] 
ঠিক আগের ন্যায় দুইটি িংশাঁতিতলকের অংশ একটি অষ্টঁতলকের মধ্যে অস্তার্লাখত 
করা হল। এদের মধ্যে একটি গবংশাঁততলক পাঁচটি অষ্টতলকের মধ্যে সাধারণ । 
অপর 1বংশাত তলকটি পাঁচটি $বংশাততলকের যৌগিক ঘনবন্তুর কেন্দ্র হয়েছে । 


পা.17 নং চিত্র 


লক্ষ্য করা যেতে পারে যে প্রত্যেকটি শীর্ষাবন্দুই একইরূপ যেহেতু অষ্টতলকে 
সেগুলি অনুরূপ অবস্থানে রয়েছে ৷ 117 নং চিত দ্রষটবা। লক্ষ্য করা যেতে পারে 
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যে পাচটি অষ্টতলকের কেন্স্থ তলগুলি যথাক্রমে ABEF, CDGH, NDMH, 
HKDL এবং BIFJ | এক্ষেত্রেও নক্ষত্রসদৃশ সুন্দর ঘনবন্তুর সৃষ্ট হয়েছে। 

এবার আমরা একটি ঘনকের ভিতর একটি সুষম অস্টতলক অন্তার্লাখত করব 
যাতে তার শাৰ্ষাবন্দুগুলি ঘনকের ছয়টি ধারে অবস্থিত হয় । লক্ষ্যণীয় যে অষ্টতলকের 
ছয়টি শীর্ষাবন্দু। চারটি সুষম অস্টতলক একটি ঘনকের ভিতর অন্তার্লাখত হতে 
পারে। এখন প্রশ্ন যে 32টি তলের ভিতর কোণগুলি সাধারণ । 

আবার সুষম অস্টতলক 'দয়ে শুরু করে কতগুলি ঘনবহুভূজই বা এর ভিতর এবুপে 


অন্তার্লাখত হতে পারে? সেক্ষেত্রে কিরূপ বহুতলককেই ব। এদের শীর্ষাবন্দুগুল 
সৃষ্টি করে? - 


চারটি সুষম অষ্টতলক ধনকের মধ্যে অস্তার্লখন প্রণালী নীচে দেওয়া হল। 
আমর প্রথমে ঘনকের অস্তঃচ্থ কর্ণ চারটি বেছে {নিলাম এবং ধরে নিলাম ধারের 
দৈর্ঘ ৪০ =৩ ৷ এদের একটিকে সুষম অষ্টতলকের চারটি তলসৃষ্ট শীর্ষাবন্দু যোগকারী 
কর্ণের সঙ্গে মালত কর। হল। ঘনকের কর্ণকে তিনটি বন্দু দিয়ে বিভক্ত করা হল। 
_ বিন্দু তিনটি , 0, K দিয়ে নর্দোশত করা হল ৷ কর্ণটি চারটি অংশে 1বভন্ত হয়েছে । 
7.18 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য । 


7.18 নং চিত্র 


124 = 470 = OK= KF এবং SRO, PNM তলগুলি DF কর্ণের উপর লম্ব । 


এই তল দুইটি ঘনককে MNP এবং 945 ত্ৰিভুজ দুইটিতে ছেদ করে। এই দুইটি 
ত্ৰিভুজ একটি সুষম অষ্টতলকের বিপরীত তল দুইটিতে পরিণত হয়েছে । কাজেই এদের 
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শীৰ্ষাবনুগুঁল নিৰ্দিষ্ট হয়েছে। অতএব 214. DN= DP=FS= FQ = FR 


এবং এদের প্রত্যেকেরই মান 36 কাজেই 


এ 
9৫5 , 945. 94 62 
11119. =__ + = === +; == ৪ 
ত 38 ডি শ্ব MOQ 07:15) 


অতএব অন্তাৰ্লাখত অষ্টতলকের প্রত্যেকের ধার 
eo 33 1 


কাজেই অনুলিখিত অষ্টতলকের বিপরীত শীৰ্ষাবন্দুদ্ধয় ১ এবং 74 এবং মধ্যবর্তী 
তল PRON ৷ ঘনকের প্রত্যেকাট অন্তঃস্থ কোণের সাহায্যে এক একটি অস্টতলক 


এরূপে আকা যায় । চারাঁটি অন্তঃস্থ কৰ্ণই পৃথক পৃথক অস্টতলক দিয়েছে। এই _ 


চারটি অস্টতলকের 24 শীর্ষাবন্দু আছে এবং 32 ন্রিভুজাকার তল আছে । এই 
চারটি অষ্টতলকের সাধারণ অংশ 32 ব্রিভুজাকার তলবেষ্টিত বহুতলক ৷ এই 
বহৃতলকাঁটর শীর্ষবিন্দুগীল 0 এবং 7 দিয়ে নিৰ্দিষ্ট করা হল ৷ বহুতলকটির জন্য 
7.19 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । U-এর সংখ্যা 0ট এবং 7 এর সংখ্যা 12টি। 0 বিন্দুগল 


থনকের অন্তঃস্থ এবং % বিনদগ্গীল ঘনকের তলের উপর অবাচ্ছুত। 


প.19 নং চিত্র 


4.19 চিত্রের দ্বৈতচিতও পাওয়া যেতে পারে ॥ হৈত প্রশ্নটি হবে নিম্নরূপ £ একট 
সুষম অস্টতলকে তিনাটি ঘনক অন্তলিখত হতে পারে। ঘনক 4তনটির 24ট 
শীর্ধাবনদু আছে৷ কাজেই ঘনক [তিনটির সাধারণ অংগ যে বহুতলক সৃষ্টি করে 
তার 3.6-18ট তল আছে । এই বহুতলকের জন্য 4.20 নং "চনত দ্রষ্টব্য ৷ 
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যাঁদ সুষম অষ্টতলকাটর উন্চত। মধ্যতন হতে *৫ মানের হয়, তবে অন্তাঁলাখত, 
ঘনকটির শীর্ষাবন্দুগলর অক্ষতলগুলি হতে দূরত্ব (2 ২/5ু)৫ এবং (খন্ু-1)৫ 


7.20 নং চিত্র 


হবে ৷ 7.1 নং ত্র দ্রষ্টব্য। অক্ষতলগুল পরস্পর বদলিয়ে নিলে আমরা তিনটি: 
ঘনককে সুষম অক্টতলকে বিপরীত ক্ষেত্রে, একাট, ঘনকের চারপাশে আমরা তিনটি 
সুষম অস্টতলককে বাঁহাঁলাখিত করতে পারব। অস্টতলকের ধারগুলি ঘনকের, 


চি 


| 


LZ 


Vad 


7.21 নং চিত্ৰ 


শারষাবন্দুগুলি দিয়ে গিয়েছে। স্পষ্ট তঃই অঞ্টতলকগুলির সাধারণ বহুতলকের 
6.3= 18 শাৰ্ষাবন্দু আছে। উপরের আলোচনাগুলির গ্রন্থপজীতে স্মিথ: [4], 
ব্যাকোস্‌ [5] এর প্রবন্ধগুলির উল্লেখ করা হল ৷ 


1.7 আমাদের এখন আলোচন! ঘুরিয়ে নিয়ে ক করে পাত থেকে বহুতলকের 
মডেল তৈরী করা যায় আলোচনা করব । এদিকটা অত্যন্ত কৌতৃছলোদ্দীপক। সবচেয়ে 
বেশী ব্যবহৃত প্রণালী সাধারণতঃ ঘনবন্তুটির তনগুল দিরে জাল সৃষ্ট করা। প্রধানতঃ 
এই উদ্দেশ্যে কার্ডবোর্ড ব্যবহৃত হয়ে থাকে ৷ অবশ্য জাঠ। বা সিমেন্ট ব্যবহার বাঞ্ছনীয় 
নয়। বাস্তব মডেলটি তৈরী করতে, জালগুলিতে মোটা দাগ যেখানে দেওয়া হয় 
সেখানে কাটতে হবে এবং যেখানে সরু দাগ বা ভাঙ্গা ভাঙা দাগ দেওয়া হয় সেখানে: 


সরল ঘনবন্তু এবং সৌন্দর্ষময় বহুতলক ও তাদের নানাপ্রকার ছেদ 25]. 


ভাজ দিতে হয় । কার্ডবোর্ড হতে শন্ত কাগজই ব্যবহার প্রশস্ত । এখন আমরা বিশেষ 
বিশেষ মডেল তৈরীর পূর্ণ বাস্তব বিবরণ দেব। স্থানের অভাবে অনেক উদাহরণ দেওয়া 
অবশ্য সম্ভব হবে ন৷ । 

1 নং উদ্দাহরণ ঃ ঘনক। এক্ষেত্রে 7.22 নং চিট দ্রষ্টব্য । 


7.22 নং চিত্র 


2 নং উদাহরণ £ চতুপ্তলক ৷ 7.23 নং চিন দ্ৰষ্টব্য ৷ 


্ি 


7.23 নং চিত্র 


এচাহনত তলগুঁল শঙ্ক করবার উদ্দেশ্য না থাকলে চতুস্তনকের মডেল তৈরী 
করতে বাদ দেওয়া যায়। 0 চিহ্নের অর্থ উপারস্থ তল এবং U চিহ্নের অর্থ 


ধিম্নচ্ছ তল ৷ 
3 নং উদ্বাহরণ ঃ 7.24 নং চিন দ্ৰষ্টব্য ৷ 
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4 নং উদ্ধাহরণ £ অষ্টতলক ৷ 7.25 নং চিন দুষ্টব্য। 


7.26 নং চিত্র 


€ নং উদ্দাহরণ £ র্বসৃ-দ্বাদশতলক। 7.27 নং চিত্র দুফ্টব্য ৷ 
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ণ.27 নং চিত্র 


শনং উদ্দাহরণ ঃ নকের উপর অবাস্থত অষ্ঠতলক ৷ 7.28 নং চিন্ত 


দুষ্টব্য। 


7.28 নং চিত্র 


8 নং উদ্দাহরণ 2 ষট্ভুজ প্রিজম ৷ 7.29 নং চন দুৰ্ব্য ৷ 
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7-29 নং চিত্র 


9'নং উদ্দাহরণ £ ত্রিভুজ প্রজম। 7.30 নং চিত্র দুষ্টব্য ৷ 


7.30 নং চিত্র 
30 নং উদীহরণ £ বর্গ প্রজম। 7.31 নং চিত্র ও 7.32 নং চিত্র দ্রুষব্য। 


7.31 নং চিত্র. 


"7.32 নং চিত্র 


মি নাজাজজ ডা বাৱ তলা রায় 
০.১ নাচা ন লৱা =); 
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এখানে গ্রন্থ পঞ্জীর কিছু নাম যথা কাঁও এবং রোলেট: [6], পার্গেটার [7], বল্‌ 


এবং কোটার [8] এর উল্লেখ করা হল ৷ 


1.8, আনরা এবার 'গাঁণতবিদৃদের খেলনা, তৈরী করবার নতুন প্রণালী দেখাব । 
একে সাধারণতঃ বল৷ হয় ঘূর্ণা আঙ্‌টি। সুষম চতুস্তলকই একমান্র প্লেটোর ঘনবন্তু 


“যার বিপরীত ধারগুলি বিস্তৃত করে দিলে ধারগুঁলর কোনটিই সমান্তরাল রেখা হয় ন! ৷ 


সুষম চতুস্তলকের এই ধর্মের জন্যই কয়েকটি একইরূপ সুষম চতুত্তলককে [বিপরীত 
বা হুগুলি একত্র করে যোগ করে মনমাতানো রূপের ঘৃণা আঙ্‌টে বহুতলক তৈরী করা 
সম্ভব হয়। যেহেতু, প্লেটোর ঘনবন্তুগুল সমতল কাগজের ঢুকর৷ ভাঁজ করে জোড়া : 
কর৷ যায়, অতএব অনুমান হতে পারে যে চতুন্তলকের তৈরী ঘোরান আঙটি বহুতলক 
অনুরূপে তৈরী ৷৷কর৷ যেতে পারে । আমর তৈরী কুরবার প্রণালীর বিবরণ নীচে 
দদলাম। প্রণালীটির প্রথমধাপ নিম্নরুপ ঃ 
দুইটি কাগজের সমান্তরাল ধারওয়ালা টুকর। ফালি নিয়ে তাতে অন্ততঃ 50টি 
সমবাহু ত্রিভুজ পাশাপাশি ভাঁজ করে সেই অনুসারে আকা হল। 7.33 নং চর 


দ্রষ্টব্য ৷ 


0g; U3 ,05 Us O20 


(8০70594-08 TWN 
সঃ 


lev 
১ ৫৮ 


7.33 নং চিত্র 


প্রথম চতুস্তলকটি তৈরী করতে হলে 47 খারটিকে তুলে ধরতে হবে বাঁব পনের 
সাহায্যে এবং 0: ত্ৰিভজকে 0: {ত্রভুজের নিচে ঠেলে দিতে হবে ৷ তারপরে 05 
শ্রিভূজকে 09 এর নীচে নিতে হবে ৷ লক্ষ্য করবার বিষয় যে ধারগুল - - - চিহ্নত, 
সব সময়ই চতুগ্তলকের সেই ধার হবে যে ধার অন্য চতুস্তলকের সঙ্গে যুক্ত নয়। এখন 
বাব পিনটি সারিয়ে নিয়ে বিপরীত ধারে পূর্ণ হওয়া চতুগ্তলককে চেপে ধরে থাকতে 
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হবে যাতে তলগুলি খুলে ন। পড়ে । চারটি সমান্তরাল রেখার কাগজের ফালকে 
পৃথকভাবে ধরে নিয়ে নিলাম এমনভাবে যে U,, 0, একাদিকে থাকে এবং 0,১০0, 
অপরাঁদকে থাকে যাতে একটি “” কীটাচিহু সৃষ্টি হয় এবং পূর্ণ হওয়া চতুস্তলকের 
নীচে আগের ছাব 7.33 চিত্রের মত থাকে । এখন পূর্বের জোড়া লাগানোর পদ্ধাত 
পুনরাবৃত্তি করতে হবে 0৪, 0, এবং 0,, 0, ভ্রিভজগুল নিয়ে । পুনরায় বাব 
পিন সরিয়ে নিয়ে নতুন চতুস্তলকটিকে ধরে কাগজের ফালিগুলিকে পৃথক রেখে 0৮, 
95 এবং 05, 0, ত্ৰিভ;জগুলিকে একই প্রণালীতে ভাঁজ করতে হবে ৷ এইরৃপে 
ভাঁজ করা চালিয়ে যেতে হবে । 

যখন আমর ৪টি বা 10 চতুন্তলককে শৃঙ্খীলত করোছ, শেষ চারটি ধার হতে 
চতুস্তলকগুলিতে কেটে ছাড়িয়ে নিলাম ৷ অর্থাৎ, কাগজের ফালিগুলির চতুস্তলক হয়ে 
গিয়ে বাকী অংশ ছেঁটে বাদ দিয়েদেওয়। হল শেষ ধার এবং প্রথম ধার চতুস্তলক 
শৃঙ্খলের 48 বাহুর সঙ্গে জুড়ে দেওয়া হল ৷ কাগজের ফালির বাকী ন্রিভূজগুলিকে 
প্রথম চতুস্তলকের চারপাশে জাঁড়য়ে দেওয়। যেতে পারে। শেষ দুইটি ধার ইচ্ছে করলে 
স্বচ্ছ আটাল ফিত৷ বা আটা দিয়ে জুড়ে দেওয়া যায় । 

যখন এরুপ মডেল 10 চতুপ্তলক হতে তৈরী হবে তখন চিন্রটি বিশেষভাবে 
চিত্তাকৰ্ষক ৷ 7.34 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । 2210 ব৷ ততোধিক সংখ্যক চতুস্তলক নানাভাবে 
শৃঙ্খালত করে সুন্দর কৌতুহলোদ্দীপক চিনৰ সৃষ্ট করা যেতে পারে। তাদের 


7.34 নং চিত্র 


নানাভাবে ঘোরালে যে হাব ভেসে ওঠে তা যাদুর ন্যায় মন্ত্রমুগ্ধ করে। 7.34 নং চিত্রে 
10টি চতুস্তলক ব্যবহার করা হয়েছে। | 
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পূৰ্বেই আন্দাজ দেওয়। হয়েছে যে এরুপ উত্তল বহৃতলকের সেটের সাহায্যে ঘোরান 
সুন্দর মনোমুগ্ধকর বহুতলক সৃষ্ট করা যেতে পারে বাদ এ উত্তল বহুতলকের [বিপরীত 
ধারগুল সমান্তরাল রেখার উপর অবদ্থিত না হয়ে থাকে। কিন্তু একটি 8 সংখ্যক 
ছিন্ন চতুস্তলকের ঘোরান বহুতলক আশ্চর্যজকভাবে 8 সংখ্যক পূর্ণ চতুস্তলকের ঘোরান 
বহুতলক হতে পৃথক, অর্থাৎ “পতা৷ হতে পুত্রের পার্থক্য অনেক'। আবার 14টি 
ষোড়শশান্রভুজাকার-তলকের ঘোরান বহুতলক “অনেকটা ছুটির দিনের জন্য ব্যবহৃত’ 
মালার ন্যায় দেখায় । শেষে উল্লিখিত প্রত্যেকাট বহুতলকই শৃষ্খালতভাবে প্রস্তুত কর! 
যায়। ইচ্ছা করলে একক ঘনবন্তটর সংখ্যা বাঁড়রে নেওয়। যায় । কিন্তু এরুপ সৃষ্ট 
করার জন্য আগেই বেশী অগ্রসর হওয়া উচিত নয় এই আশঙ্কায় যে ব্যর্থতা এসে 1বষণ্ন 
করে দিতে পারে । অবশ্য অত্যন্ত কৌতুহলী হয়ে পড়লে নিশ্চয়ই অগ্রসর হতে হবে ৷ 

অন্যান্য যে সব ঘনবন্তু ব্যবহার করা যায় উপরোক্ত ঘোরান বহুতলক সৃষ্টি করবার 
জন্য তাদের মধ্যে উল্লেখ করা যেতে পারে বর্থাকার বিপরীত প্রিজমূ, দ্বাদশ ত্রিভুজের 
সুষম বহুতলক এর ৷ অবশ্যই আরও অনেক ঘনবস্তুর সম্ভাবনা আছে, যথা চতুস্তলকগুঁল 
ঘনকের সঙ্গে যুক্ত হয়ে একাঁট একক ঘনবস্তু সৃষ্টি করে ইত্যাঁদ। প্রাথামক স্তরে 
ছাত্র-ছাত্রীরা জ্যাঁমীততে এইসব মডেল দেখলে তাদের কৌতুহল জাগবে । এইসব 
ঘনবন্তুর আকৃতি আঁবচকার করতে গয়ে ও তাদের কৌতৃহল মেটাতে গিয়ে তাদের 
ঘনজ্যামাত বিষয়ে অনেক জ্ঞান আঁজত হয়ে যাবে। গ্রন্থপজীতে পেডার্সন্‌ [9], 
নউম্যান্‌ [10] এর উল্লেখ কর! হল । 

1.9. এখন অপেক্ষাকৃত সরল ধনবস্তুর নির্মাণ-প্রণালী বর্ণনা করব। এদের 
মধ্যে ধর! যেতে পারে রম্বস্‌ সুষম দ্বাদশতলক বা ব্ৰহ্বস্‌ যট্‌সমাঁবন্দুতলক । আমরা 
প্রমাণ করতে পার যে এক্ষেত্রে বুতলকের উপারস্থৃতলের সংখ্য। ॥(৪- 1) যেখানে 7 
একটি বিন্দুতে ঘনবন্তুর উপাঁরভাগে একটি বিন্দুতে মিলিত ধারের সংখ্যা ৷ 735 
এবং 7.36 নং চিন্লে দুইটি দুফ্টব্য ৷ 


ঠি 
৯ 


7.35 নং চিত্র : দ=4 
17 
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যেহেতু সমস্তগুলি তলই সামস্তারকাকৃতি, প্রত্যেকটি ধারই একটি তলকে 
পরিনীমত করতে সাহায্য করে এবং প্রত্যেকটি ধারের একটি সমান্তরাল ধার আছে 
প্রত্যেকটি তলের একটি সমাস্তরাল তল থাকায় জোড়া সৃষ্টি হয়েছে এবং জোড়ার 
উভয় তলই সমান্তরাল এবং সৰ্বসম ৷ অনুরূপভাবে বিপরীত ধারগুলিও জোড়া সৃষ্টি 


করে এবং এদের বিপরীত দুইজোড়ার িলনাবন্দুগুলি যুক্ত করলে একই মধ্যবিন্দ 
‘দেবে ৷ কাজেই বহুতলকটির কেন্দ্রের চারাঁদকের প্রাতসাম্য আছে। প্রাতসাম্যের 
প্রত্যেকটি অণল দুইদিকে দুইটি অঞ্চলের সঙ্গে যুক্ত। যাঁদ ধারগুলি % বিভিন্ন দিকে 
প্রসারিত থাকে তবে ॥-সংখ্যক প্রাতসাম্যের অঞ্চল আছে ও (%- 1)-জোড়সংখ্যক 
বিপরীত তল আছে । কাজেই বহুতলকে সর্বমোট (৫%)-সংখ্যক বিপরীত তল আছে । 
বস্তুতপক্ষে, % বিভিন্নাদকে প্রাত দুইটি ধারের জন্য এক জোড়া তল পাওয়া যাচ্ছে। 
অতএব সর্বমোট বহুতলকের তলের সংখ্যা %(%_ 1)। 

রত্বস্‌ দ্বাদশতলকের একটি তলের ধারগুলির অন্তঃস্থ কোণগুলি 6326" এবং 
11634 এরুপ বহৃতলক তৈরী কর৷ খুব সহজপাধ্য মনে হয় না। তবে যাঁদ 
মডেলের গঠনপ্রণালী সহজ করা যায় সে কাজ বাঞ্ছনীয় হবে ৷ এই উদ্দেশ্যে 7.37 নং 
চিন প্রথমে দ্রষ্টব্য । এরুপ বহৃতলককে সত্যই গোটানসাধ্য তলক বলা যায় বা এরুপ 
বহুতলককে গুটিয়ে নিয়ে একটি তলে পাঁরণত করা যায়। 

প্রথমে 7.37 (৫) বরের ন্যায় 12টি টুকরা কেটে নেওয়া হল। প্রত্যেকটি টুকরা 
ভাঙ্গ রেখা দিয়ে ভাঁজ করে 7.37 (৫) চিত্রের উপরের ভূমিতলবিহাঁন পিরামিড তৈরী 
করতে হবে ৷ তারপরে প্রায় বিশাটর মত 7.37 (৪) চিত্রের ন্যায় দুই ত্রিভুজের জোড় 
তৈরী করতে হবে এবং তাদের 16টি ব্যবহার করে 12টি বাক্স ছুড়তে হবে_-যেমনটি 
17.370) চিত্রে দেখানো হয়েছে। খোল দিকের ধারগুলি সব সময়েই আমাদের 
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সামনের দিকে থাকবে । 7.37 (৫) চিত্রে সবাঁকছুই বিশদভাবে দেখান আছে । এখন 
গোটানসাধ্য-তলকি সম্পূর্ণ করে দুই রকমের মডেল তৈরী করা হতে পারে ॥ 


(ক) প্রথম মডেনাঁটর নাম দেওয়া যেতে পারে গোলকমধ্যরেখীয় গোটানসাধ্য 
বহৃতলক। 7.38 (৫) ত্র দ্ৰষ্টব্য । এই মডেলে গোলকমধ্যরেখীয় অণ্ডলের চার” 
পাশে 6ট বাক্স রয়েছে । 7.37 (৫) চিত্রের 4B ধারাটকে 4'B' ধারের সঙ্গে যোগ 
করে দিতে হবে এবং BC ধারের সঙ্গে 8০ যোগ করতে হবে। এক্ষেত্রে তীর- 
চিহগল উপেক্ষা করা যেতে পারে। এরূপ গোটানসাধ্য-তলকটি ভেঙ্গে সুষম 


বষ্ঠভুজে পাঁরণত হয়। 


(খ) ‘দ্বিতীয় মডেলাঁটিকে মেরুরেখীয় গোটানসাধ্য-তলক বলা চলে ৷ _ 

7.38 (৪) নং চিত্র দ্রষ্উব্য। এই বহুতলকটি মেরুরেখার চারদিকে সুষমভাবে 
ছাঁড়য়ে আছে। এটিকে আমরা সম্পূর্ণ করতে পারি তীরাচিহ্নের দিকে ভাঁজ ফেলতে 
ফেলতে ৷ এখানে বিন্দু নির্দেশক অক্ষরগুলিকে উপেক্ষা করা চলতে পারে ৷ এক্ষেত্রে 
বহুতল গুটিয়ে সুষম বষ্ঠভূজের ঠ অংশে পরিণত করা যায়। যেমন আশা করা যেতে 
পারে দুইটি ক্ষেত্রেই উভয় মডেলেই চারাট' সৰ্বসম অক্ষরেখীয় অঞ্চল আছে এবং 
প্রত্যেকাটতে হয়াট বাক্স আছে । আবার প্রত্যেকটি বাক্স দুইটি অঞ্চলের সঙ্গে যুদ্ত ৷ 
অতএব প্রত্যেকাঁটি মডেলেই 12ট মোট সংখ্যক বাক্স আছে। 


মডেলগুঁলতে রঙ দেবার একটা উপায় হবে রঙীন কাগজ আঠ। দিয়ে আটকান। 


সেজন্য এরূপ কাগজের দোকান হতে কাগজ কিনে নিয়ে অনেকগুল দুইটি ্িভুজের 
দি 1 
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পাত নানারঙের তৈরী করতে হবে। এগুলি পরে তলগুলির উপর আঁঠ! দিয়ে সেঁটে 
দিলেই রঙ করার কাজ হয়ে যাবে । আঁঠা লাগান কাগজ না পাওয়া গেলে সাধারণ 


7.38 নং চিত্র 


রঙীন কাগজকে আঠা দিয়ে লাগিয়ে নিলেই চলবে ৷ 7.38 নং চিত্রের মডেল দুইটিকে | 
বলা চলে অর্ধ-রম্বসূ-দাদশ তলক। 


1.10 যাঁদও মডেল তৈরী করে বাভিন্ন জ্যামিতিক ধৰ্ম প্রদর্শন করা যথেষ্ট কষ্ট- 
সাধ্য, যথা কোন ঘনবস্তুর সঙ্গে ঘনকের, অষ্টতলকের বা চতুস্তলকের সম্বন্ধ নিৰ্ণয় করা, 
কিন্তু প্রাথমিক স্তরের শিক্ষার্থীদের পক্ষে এরুপ নির্ণয় করা খুবই সমীচীন হবে, কারণ 
এতে কম্পন জাগ্রত হয়। কষ্পনার সঙ্গে মননশান্ত যোগ হলে আরও জটিল গোটান- 
সাধ্য বহুতল সৃষ্টির পথ বার করতে পারা যাবে । 

উদাহরণস্বরূপ ধরা যাক আমরা একটি ঘনকের সঙ্গে 12টি বাক্সের গোটানসাধ্য বহু- 
তলকের সম্বন্ধ কাজে লাগাব ৷ লক্ষ্যণীয় যে ঘনকের যে কোন ধারের দুইদিকের তলে 
ত্ৰিভুজ একে আমরা একটি তক চতুৰ্ভুজ যার দুইটি সান্নাহত একই তলের বাহুদুইটি 
সমান এবং দুইটি বিপরীত শীর্ষ ঘনকের দুইটি তলে অধাদ্থিত । এরুপ একটি তির্যক 


চতুৰ্ভুজ ভাঙ্গা রেখ। দিয়ে 7.39 নং চিত্রে দেখান হয়েছে। 7.39(9) তে ঘনক নেওয়। 
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হয়েছে এবং 7.39(6) এ অস্টতলক নেওয়া হয়েছে ৷ এখন ধরা যাক প্রত্যেকটি তর্যক 
চতুৰ্ভুজ অপনয়ন করে সেই জায়গায় 7.37(%)-এর ন্যায় চতুস্তনক বসিয়ে দলেই 


ta) (9) 
7.39 নং চিত্র 
আমর। গোটানসাধ্য দ্বাদশতলক পেয়ে যাব ৷ এইরূপ প্রণালী নীচের প্রশ্নটি আকর্ষণ করে। 


(ক) কতগুলি অন্য ঘনবন্তুর এবং বে কোন আকৃতির বস্তুকে এরূপে ভাগ করা 
যায় ? এর অর্থ এই যে এ বন্ধুর উপর যাঁদ ির্যক চতুভুজ আকা যায় যার একটি কর্ণ 
এ ঘন বহৃতলকের একটি ধার এবং এ তর্যক চতুৰ্ভু’জের স্থলে ভূমিহাঁন পিরামিড 
আকৃতির বাক্স সাঁজয়ে একটি গোটানসাধ্য বহুতলক তৈরী কর৷ যায় ক? 

খে) আমরা পূর্বেই বলেছি যে গোটানসাধ্য বহৃতলকগুল বাভল্ন দিকে অণ্ডল- 
শ্ঘরে অপর বহুতলকের ঘনবন্তুর সঙ্গে যুক্ত ৷ {ক করে এরুপ বহুতলক সৃষ্টি হয় তার 
ধারণ৷ আনবার জন্য সহজ সরল উদাহরণ নেওয়া হল যে অণ্টলসৃষ্টিকারী বহুতলকের 
সংখ্য 2 অর্থাৎ ॥ =2 ৷ অতএব %৫৮-1)-2-1- 21 এর অর্থ এই যে প্রত্যেকটি 
আণ্ডালিক বহুতলকের % সংখ্যক দিকে তল থাকে, তাহার সংখ্যাও 2 কাজেই অণ্চল- 
গুলি সমবাহু সামন্তারক দিয়ে সৃষ্টি হয়েছে ৷ পুনরায় যাঁদ = 3, n(n- 1) = 6, 
তবে অণ্চলগুলি হবে সামস্তারক যট্‌ফলক ৷ কিন্তু সাঁত্যকার অসুবিধা দেখা দেয় যখন 
=4। অতএব %(৫-1)-4-3-121 আমরা আগেই দেখোঁছ যে এই প্রশ্নের 


(৮ 


7.40 নং চিত্র 
সমাধান রম্বস সুষম-দ্বাদশতলক যার 4টি অঞ্চল আছে এবং 2টি তল আছে। 
738৫) নং চিত্র দ্রষ্টব্য ৷ এর পরের সংখ্য ॥= 5 এর ক্ষেত্রে 20টি ধারযুন্ত বহুতলকের 
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অনুসন্ধানে প্রবৃত্ত না হয়ে আমরা দ্বাদশতলক বা [িংশাতিতলককে পুঙ্খানুপুঙ্খরূপে 
খু'টিয়ে দেখতে পাঁর। দ্বাদশতলক বা বিংশাতিতলক উভয়েরই 30টি ধার আছে। 
এদের উভয়কেই 30টি অঞ্চলের বহুতলক বলা চলে । 7.40 নং চিত্র দ্ৰষ্টব্য । 

7.40 (৫), (0) যথাক্রমে বিংশাতিতলক এবং দ্বাদশতলকের চিত্র । যখন এই বহু- 
তলকগুিকে সুষম ত্রিভুজের তৈরাঁ খোল পিরামিড দিয়ে নিৰ্মিত কর! 30টি বাক্সের 
তৈরী মডেল মধ্যরেখীয় তলের উপর গুটিয়ে নিয়ে আসা সম্ভব হবে না। কাজেই 
7.41 চিত্রের ন্যায় বা্সগুল সাজিয়ে নিয়ে মধ্যরেখীয় তলের উপর গোটানসাধ্য 
বহুতলক তৈরী করতে হবে ৷ এগুলিকে যুক্ত করতে ব্িভজাকার পাত দিয়ে জুড়ে খোলা 


7.41 নং চিত্ৰ 

পিরামিডের সাহায্যে তৈরী কয়৷ যেতে পারে । উপরের চিন্ে.30টি বাক্স রয়েছে ৷ 
কাজেই আমর! 4টি ও 6টি অণ্ডল দিয়ে গোটানসাধ্য বহুতলক সৃষ্টি করতে পেরোছি। 
এইৰূপে 42 বাক্সের গোটানসাধ্য বহৃতলকও সৃষ্টি করা সম্ভব । এবিষয়ে আরও 
আলোচনা পরে করা যেতে পারে। 

2. আমরা এখন একটি কৌতৃহলোদ্দীপক জ্যামিতিক প্রশ্নের আলোচনা করব। 
এ প্রশ্ন অতীতে অনেকের দৃষ্টি আকর্ষণ করেছিল । লক্ষ্যণীয় যে বিখ্যাত মিশরের 
পিরামিডের ভূমিপারসীমা 4 এর সহিত উল্লম্ব উচ্চতার অনুপাত একটি বৃত্তের পরি- 
সীমার সহিত এর ব্যাসাৰ্ধের অনুপাতের সমান ৷ 7.42 নং চিত্র দ্রষ্টব্য ৷ 


_ 742নংচিত্ৰ 


= সৰ 
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শর্ত হতে 40 = 2h Pr এ) RCT. LT) 

পুনরায় লক্ষ্যণীয় যে পিরামিডের ভুজ্জাকার তলের ক্ষে্ফলের মান উল্লস্ব 
উচ্চতার বর্গফলের সমান। এর অর্থ এই যে পিরামিডের ভ্রিভজাকার তলের নাত 
স্বৰ্ণময় অনুপাতের সঙ্গে যুক্ত। অতএব 


8৮1-%* নং এ? 50018) 
b)\* |) ম্যে! ৰ 
কিছু 7*-(80+/-(8] + নু), | ... 0419) 
অৰ্থাৎ, [সু ২৮ +1) ৭ (স্বৰ্ণয় অনুপাত)! এতে গ এবং দ্বর্ণময় 
অনুপাতের একট! সম্বন্ধ পাওয়া যাবে । যথা 
টি 0১. সি ... (71.20) 
70:75 
Vg) 


(7.20) হতে "= 531446 বন্তুত্ঃপ্ক্ষে মিশরীয়রা বৃত্তের ক্ষেতরফলের 
- 


মানকে মনে করতেন { ব্যাস - টু) '। একটি বৃত্তের যদ ব্যাস 2 একক হয়, 
গু 2-2)" - (3) =316051 


প্রকৃত মান হতে ভুলের মান ] হাজারে 6 অংশ ৷ গ্রন্থপঞ্জীতে শৃপটার্স [11] এর নাম 


উল্লেখ কর হল ৷ 

3. এখন আবার কিছু শৃঙ্খালত মডেল আলোচনা করব । এগুলি প্লেটোর বহু- 
তলকগুল সৃষ্টির পক্ষে সুন্দর প্রণালী । প্রেটোর বহুতলকগুঁল উত্তল বহুতলক এবং 
এর সবগুলি তলই সুষম বহুভুজ এবং একই আকারের ও প্রত্যেক শীর্ষের চাঁরাঁদকে 
ধারগুলি একইরুপো বন্যন্ত। এখন প্রন এই যে কতগুলি {বাচ্ছন্ন টুকর৷ সৃষ্টি হয় যখন 


এ ঘনবস্তুর তলগুল বিস্তৃত করে দেওয়া যায়! 
এখন প্রায় সকলেই এবং বিশেষতঃ 
পছন্দ করেন যেগুল সে চিন্তা করে উত্তর করতে পারে। দা 


প্রশ্নের উত্তর অনায়াসেই পেতে পারে। গু সুষম বিংশাতিতলকের ক্ষেত্রে উত্তরটি 


পাওয়ার পথ ?কিছুটা জটিল । পাঁরশেষে কিছু সামান্যাকৃত প্রশ্ন তৈরী করে শৃঙ্খীলত 


মডেল তৈরী করতে বলা হয়েছে। এগুলির অন্য গাঁরাচত মডেলের সঙ্গে নিকট সম্বন্ধ 


আছে। 
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- আমর। প্রথমে সম্পূর্ণ দেশকে একটি চতুস্তুলক কতগুলি প্লেটোর অংশে ভাগ করে 
বিচার করে দেখব ৷ 7.43 নং চিন দ্রষ্টব্য ৷ 


বিস্তৃত সুষম চতুন্তলকের তলগুলি 15ট অঞ্চল সৃষ্টি করেছে । 


7.43 নং চিত্র 


1 চতুস্তলক দিয়ে পারসীমত অঞ্চল 
+ 41ট একাঁদক খোল। 'ভ্রিতলক অণ্চল 
+ 61টি চতুস্তলকের ধার দিয়ে তৈরী একাদক খোল| কাল 
+ 4াঁট একাঁদক খোলা ও খোলাঁদকের বিপরাতগুল এক একটি চতুন্তলকের 
তল এরূপ কাটা ত্রিতলক অণ্ণল ৷ 
= মোট 15টি অঞ্চল । 


3.1 একাট ঘনকের ক্ষেত্রে উপরিদ্থ তলগুলি বিস্তৃত করলে 27টি টুকরা বিচ্ছিন্ন 
অঞ্চল প!ওয়। যায়। 7.44 নং চিত্র দ্রষ্টব্য 


7.44 নং চিত্ৰ 


এদের 


11ট ঘনকের উপারিদ্থ তলগুলির দিয়ে পারসীমত অঞ্চল 
+ €াঁট একদিক খোলা৷ বর্গাকার প্রিজম 
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+121ট একাঁদক খোলা ঘনকে ধার দিয়ে তৈরী কীল 
+&টি একাঁদক খোল৷ অপরদিকগুল ঘনকের উপারদ্থ তলের বস্তুত দিয়ে তৈরী 
{ত্রতলক অগ্চল। 
সর্বমোট 27টি অঞ্চল ৷ 
পুনরায় অস্টতলকের উপারহ্থ তলগুনল বিস্তৃত করলে 59টি বিচ্ছিন অঞ্চল পাওয়া 
যাবে। 7.45 নং "চন দ্রষ্টব্য ৷ 


7.45 নং চিত্র 


এদের 
1 পারসীমিত অং্টতলক 
+ 8টি সুষম চতুস্তলক প্রত্যেকাঁট উপ্পাঁরস্থ তলের উপর দীড়িয়ে 
+ 6108 একাদক খোল৷ অষ্টতলকের শীৰ্ষাবন্দু হতে চতুস্তলক অণ্ডল 
+ 241ট খোলা 81ট চতুন্তলকের ধারগুলি যেগুল মূল অষ্টতলকের ধারগু?লর 
সঙ্গে এক নয় সেখুল দিয়ে তৈরী কীল 
+ 8টি খোলা 'ভ্রতলক অঞ্চল 8টি চতুন্তলকের প্রতোকাট শীর্ষ হতে বিস্তৃত 
তলগুঁল দিয়ে তৈরী 
+ 12ট খোল! অণ্ডল যার একদিকে 
{বস্তুত তল 
=সবমোট 59ট অণ্ডল ৷ 
-গ্ৰন্থপঞ্জীতে পেডার্সেন [12] এর উল্লেখ করা হল । 


দুইটি সাঁন্নাহত চতুস্তলকের তল এবং চারটি 


3.2. শৃঙ্খীলত তলকের মডেল সৃষ্টি করতে বিকপপ প্রথা 1হসারে 7.46 নং 


চন দেওয়। হল ঘনকের ক্ষেত্রে! 
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মড়েনাটি তৈরী করবার পর আমর প্রত্যেকাট বাভিন্ন অংশে আন্দাজ করতে পার 
সমস্ত, কোন অংশ খোল। রয়েছে ঘন বহুতনকের উপারদ্থ তলগুলির পারপ্রোক্ষিতে । 


7.46 নং চিত্র 


এখন প্রশ্ন যে সুষম দ্বাদশতলকের ক্ষেত্রে কিরূপ অবস্থা, হবে? পাঁরসীমিত ঘন 
অঞ্চলগুলির আকৃতি অনেক পাঠকের কাছেই নিশ্চয়ই পাঁরাচত । দ্বাদশ তলকের 
উপারস্থ তলগুলি বিস্তৃত করে যতগনাল অণ্ডল পাওয়া যায় সেগুলির সংখ্যা নীচের গণন। 
হতে গাওয়া যায় : রঃ 
1ট পাঁরসীমত দ্বাদশতলক 
+12ট পণতুজের উপর পিরামিড অর্থাৎ প্রত্যেকটি উপারস্থ তলের উপর 
পিরানিডগুলি অবাস্থত হয়ে তারকার. ন্যায় ঘনবন্তুর বহুতলক সৃষ্টি 
হয়েছে 


+30ট কীল-সদৃশ চার-তলক যা তৈরী হয়ে তারকাসদৃশ বহৃতলককে পুনরায় 
বৃহত্তর দ্বাদশ-তলককে পূর্ণ করেছে 
+20 দুইটি ত্রিহুঞ্জের উপর দাড়ান পিরামিড এবং এরা তারকাসদৃশ দ্বাদশ- 


তলককে সম্পূর্ণ করতে সাহায্য করেছে 
সর্বমোট 63টি অঞ্চলের সীমা দনিৰ্ধারিত হয়েছে । 
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কোন কোন দিকে খোলা অণ্ডলগুলি নির্দোশত করবার জন্য সঠিক শৃঙ্খালত 
করবার মডেলটি হবে স্বৰ্ণময় দ্বাদশতলক এবং সেজন্য 7.47 নং চিত্র দুষ্টব্য। 


ত 
(0} 
ণ.47 নং চিত্র 
মডেলটি তৈরী করতে 5টি পাতের প্রত্যেকটিতে 11 ত্রিভুজের প্রত্যেকের শীর্ষকোণ 


108° কোণ করে নেওয়া হল ৷ এক্ষেত্রে একাট পাত আঁতাঁরন্ত নেওয়া হয়েছে যাতে. 
উপরে জুড়ে দেওয়। যেতে পারে । 11টি ত্ৰিভুজ থাকাতে 6 জোড়া সমান্তরাল তল৷ 
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রয়েছে এবং জোড়াগুলির অন্তৰত অণ্ডলগুলি একটি সর্যান্তরর্তী অঞ্চল হিসাবে সুষম 
দ্বাদশতলক সৃষ্টি করবে। স্বৰ্ণময় দ্বাদশতলকের মডেল তৈরী করতে আমাদের 5টি 
পাত নিয়ে 7.47€9) চিত্রের ন্যায় বিন্যস্ত করতে হবে। 


এর আগে যতগুলি ঘনবস্থুর আলোচনা হয়েছে এদের বৈশিষ্ট্য এই যে প্ৰত্যেকটি 
18, 9} বহুতলকের ক্ষেত্রে পাওয়া যায় অপর একটি পাণ্টা বহুতলক যার ধারগুলির 
সংখ্যা ॥ এবং এর একটির অন্তর অপর শীর্ষ বিপরীত প্রজ্‌মের তলে অবাস্থিত। 
ঘনক এবং বিংশাত তলকের ক্ষেত্রে শীর্ষগ্লীল বিপরীত প্ৰিজ্‌ম এর তলগুলি {9, 2} 
‘বহুতলকের তল । 
যে মডেলগুলির উদাহরণ উপরে শৃঙ্খলিত মডেল হিসাবে দেওয়া হয়েছে, তাহাই 
মান সম্ভবপর উদাহরণ বলে যেন ধরে না নেওয়া হয়। কারণ, স্পষ্টতঃই চারটি 
সরল সোজ। পাতকে শুঙ্খালত করে মাথা কাটা অস্টতলকের আকৃতির বস্তু গঠন করা 
যায়। অবশ্য শীর্ষের বর্গক্ষেত্রের পারবর্তে সৌঁদকটা খোল! থাকবে ৷ কাজেই কাটা 
দুইটি মাথ৷ জুড়ে একটি পূণ অষ্টতলক পাওয়। যাবে । একইরূপে 6টি সরল পাতের 
সাহায্যে শৃঙ্খালত ঘন বস্তুর মডেল তৈরী করলে মাথা-কাটা বিংশাঁতিতলক পাওয়া 
যাবে। এক্ষেত্রেও সুষম গণ্ভুজের পাঁরবর্তে সে জায়গা ফাঁকা থাকবে ৷ কাট! অংশগুলি 
জুড়ে দিয়ে অবশ্যই সম্পূৰ্ণ বংশাতিতলকটি পাওয়া যাবে ৷ সকল প্রকার শৃঙ্খালত ঘন 
বহ্ণুতলক নিৰ্ণয় করা নিশ্চিতই কষ্টসাধ্য যখন বহুতলকের দুইটি তল সমান্তরালভাবে 
অবস্থিত অৰ্থাৎ প্লেটোর বহুতলক যাদের বল! হয়। 
সাত্যকার কঠিন আহ্বান হবে যখন আমরা আৰ্কিমিডিসের বহুতলকের শৃঙ্খলিত 
পাতের সাহায্যে মডেল তৈরী করতে যাব ৷ আৰ্কমিডিসের 13টি ঘন বস্তু আছে। 
আরকিমিডসের ঘনবস্তু তাদেরই বল৷ হয় যাদের সবগুলি উপরিস্থ তল সুষম বহুভুজ 
অর্থাৎ ধারগুলির দৈর্ঘ্য সমান এবং বহুতলকটি উত্তল। কিন্তু ধারগুলি কোন শীর্ষ, 
বিন্দুতে একইবুপে বিন্যস্ত না হতে পারে। আঁকামাঁডসের ঘনবস্তুর কি শৃঙ্খালত 
৷ পাতের সাহায্যে মডেল করা সম্ভব ? 
যদি সংখ্যক ধারযুন্ত সুষম বহুভুজ দুইটি সমান্তরাল তলে অবদ্থিত হয়ে প্রতি- 
সাম্যের অক্ষরেখার দুইদিকে থাকে, তবে & বহুভুজ দুইটি প্ৰিজম্‌ এর দুই বিপরীত তল 
সৃষ্টি করতে পারে। কিন্তু যাদ একটি বহুভুজকে স্থির রেখে অপর সুষম বহুভুজকে 


প্রাতিসাম্য অক্ষের চারাঁদকে ঠি) সমান কোণের মান পরিমাণ ঘুরিয়ে পরে একটি 
বহুজজের প্রত্যেকটি শীর্ষাবন্দুকে অপর সুষমবহুভ;জের নিকটতম দুইটি শীর্ষাবন্দুতে 
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দুইটি ধার দিয়ে যোগ কার আমরা (2%) সংখ্যক সমবাহু ত্রিভুজের আঙ্‌টি দিয়ে 
একটি বিপরীত প্রজমু সৃষ্টি পাব। (22) সমবাহু ত্রিভুজ অবশ্য দুইটি বহুভজের 
যোগের ফলে সৃষ্ট হয়েছে । আমরা আগে যেরূপ চিন্তা করোছলাম, যাঁদ বহুভুজ 
দুইটির অপনয়ন কর! হয়, আমরা একটি চোঙের মত বস্তু পাই যাকে কেটে ছোট 
ছোট ভ্রিভুজাকার পাত পাওয়া যেতে পারে। যাঁদ ন্রিভুজকে দ্বিখাঁওত করা যায় 
তবে আয়তক্ষেত্রাকার জাল সৃষ্টি হবে । যখন 7. 4, 7.48 নং চিত্রে অবস্থা বুঝা 
যাবে ৷ যে কোণগুল 'নর্দোশত হয়েছে, সেগুলি দেখে বুঝ যাবে যে রেখাচিন্রটি 
সরল। 


7.48 নং চিত্র 


আমরা এখন উপরের পাতগুল জুড়ে একটি খোল৷ কাঠামো তৈরী করতে চাই 
যাতে সুষম বহুতলকের প্রাতসাম্য বজায় থাকে । এরূপ কাঠামো যে ঘনক তা বেশ 
সহজেই কপ্পনা করা যায় । কাজেই এই ঘন বন্তু দিয়েই সুরু করা সমীচীন হবে। 
একটি সুষম '্রভূজের শীর্ষীবন্দু হতে ঘনকের কোন বর্গাকার তলের শীর্ষাবন্দুগীলকে 
যোগ করে যে ধারগুলি পাওয়া যায় তাদের মধ্যাবন্দুগ্গুল অপর একটি বহুতলকের 
শাৰ্ষাবন্দু সৃষ্টি করে । এরুপ বহূঁতলককে অর্ধসুষম ঘনক-অস্টতলক বলা চলে ৷ যাঁদ 
এই ঘনবস্তুকে /ঠ গুণ আকারে বার্ধত করা যায়, এর বর্গাকার তলগুলি ঘনকের 
তলের সঙ্গে আঁভন্ন হবে এবং প্রত্যেকটি তলই 7.48 চিন্রের ন্যায় অপর তলের 
সমান্তরাল হবে। 7.49 চিত্র দ্রষটব্য।' 7:1.13+04. ঘনক-অফ্টতলকের বর্গাকার, 


উপাবরস্থ তল। 
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অবশ্যই { 2, ৫} পাঁচটি সুষম বহুতলক আছে। তারা যথাক্রমে চতুস্তলক {3, 3}, 
ঘনক {4, 3}, অষ্টতলক (3, 4), দ্বাদশতলক {5, 3} এবং বিংশাতিতলক {3, 5} । 
‘যে সব বহুতলকের ক্ষেত্রে 10, এ} এবং 10, 2} একইরূপ সেগুলি নিম্নরূপ £ চতুস্তলক 


7.49 নং চিত্ৰ 


13, 3} এর ক্ষেত্রে অবশ্যই সত্য ; ঘনক (4, 3} এবং অষ্টঁতলক 13, 4} এবং ঘনক- 
“অষ্টতলক 12); দ্বাদশ-তলক (5, 3}, 1বিংশাতাতলক {3, 5} এবং 1বিংশাতিতলক- 
দ্বাদশতলক 18} কাজেই পাচটি বিপরীত প্রিজম আছে। 


আলোর ঢাকনার মডেল পূর্বের একটি পাঁরচ্ছেদে দেখান হয়েছে। পূর্বে আলোচিত 


খোল! মডেলগুলি আলোর ঢাকনা হতে পারে। গ্রন্থপঞ্জীতে পলিয়। [13] এবং 
'কাওর [14] নাম বিশেষভাবে উল্লেখ্য। 


প্রশ্নমাল। 


1, এরুপ ঘনবন্তুর বিবরণ দাও যার 5টি শীর্ষাবন্দু আছে এবং যার 6টি 
মিভুজাকার উপারিচ্ছ তল আছে । 
: 2. দেখাও যে 6টি সর্বসম রহ্বস যার কোণগুল 60° এবং 120° জুড়ে দিয়ে 
একটি রশ্বস-বহুতলক গঠন করা যায়। 
3. রম্বস্-দ্বাদশতলকের উপারিন্থ তলের কোণগুলর মান নির্ণয় কর যেখানে 
একটি শীর্ষাবন্দুতে 4টি রেখা মিলিত হয়েছে । অনুরূপ রম্বস্‌ বহৃতলকের কোণগুলির 
মান নিৰ্ণয় কর যেখানে 6টি ধার মিলিত হয়েছে । 


|] 
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4, F-E+V=2 সুর্টি ব্যবহার করে প্রমাণ কর যে সামস্তারক দিয়ে 
পাঁরসীমিত বহৃতলকের %0% _ 1) উপারিস্থ তল আছে, যেখানে  ধারগুলির সংখ্যা, 


যেগুলি বাভিন্ন দিকে প্রসারিত। 

5. প্রমাণ কর যে 12টি তলের গোটানসাধ্য বহুতলকে, উপারস্থ সুষম বহুভুজের 
বাহুর সংখ্য৷ হবে 6 যাঁদ এটি অক্ষরেখীয় গোটানসাধ্য-বহুতলক হয়। অনুরূপ প্রমাণ 
কর যে গোটানসাধ্য-ীবংশতি-তলকের ক্ষেত্রে ৪টি বাহু দরকার হয়। 

6. দেখাও যে প্লেটোর ঘনবন্তুগুলি সরল কাগজের পাত৷ হতে শৃঙ্খলত করে 


“পাওয়। যায় ৷ 
J. দেখাও যে (2%) শীর্ষাবন্দু, (67) ধারের সংখ্যা এবং 4 ত্রিভুজের সংখ্যা 


খনয়ে, % এর মান 6, 8 ব৷ 9 ইত্যাদিতে সুন্দর সুন্দর হহুতলকের মডেল গঠন করা 
যায়। অবশ্য (6%) সংখ্যক ধারের মধ্যে (28) সংখ্যায় ধারগুীল জোড়ার জোড়ায় 


শমালত হতে পারে। 
8. কতকগুণল চতুস্তলককে কয়েকটি ঘনকের সঙ্গে যুক্ত করে একটি ঘোরান 
আঙটি তৈরী কর। 


9. 13, 3} ঘন বস্তুর ক্ষেত্রে পূৰ্বে বাণিত পথে, দখাও যে ॥=4, প্রন্থ = টু 


দৈৰ্ঘ্য =6 এবং ধারের সংখ্যা 41 অনুরুপ দেখাও যে (3, 4) এর ক্ষেত্রে h=6, 
গ্ৰন্থ = 1, দৈৰ্ঘ্য= 6 এবং ধারের সংখ্য। 8 ৷ 


In scientific training the first thing to do with an idea is to 
prove it. But allow me for one moment to extend the meaning 
to prove ; I mean to prove its worth.... The solution which 
I am urging is to eradicate the fatal disconnection of subjects 
which kills the vitality of our modern curriculum. There is 
only one subject matter for education and that is life in all its 
manifestations. Instead of this single unity we offer children 
Algebra, from which nothing follows; Geometry from which 
nothing follows ; Our course of instruction should be planned 
to illustrate simply a succession of ideas of obvious importance. 

— Whitehead 
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সব ৮ বে টি 


অষ্টম পন্রিচ্ছেদ্ছ 


জ্যামিতির উদ্দেশ্য ব্যতীত জ্যামিতির ফলিত প্রয়োগ ৷ 


1. আমর প্রথমে বলাবদ্যায় ফালত প্রয়োগ দেখাব ৷ এগুবীলকে অনেক সময় 
অদ্ভুত ও আশ্চর্যজনক বলে মনে হয় । কিন্তু এগুলি বেশ .পাঁরাচত। আমরা দুইটি 
পরীক্ষানলক পান্ত অক্ষের দুইদিকে সমান কোণ উৎপন্ন করে আটকে দলাম। 8.1নং 
{চনত দুষ্ট্ব্য। দুইটি নলপান্রেই জল দনয়ে নেওয়। হয়েছে । জলের ভিতর একটি 
নলে কৰ্ক ও অপর নলে পাথরের টুকর৷ ফেলে দেওয়া হল। কৰ্কাট স্বভাবতঃই প্রথমে 
ভাসবে এবং পাথরের টুকরাটি ডুবে যাবে। প্রথম অবদ্থায় যখন নলগুলি সাম্যাবস্থায়, 


00821 


8.1 নং চিত্র 


আছে কর্কাট ভেসে থাকবে এবং পাথরের টুকরাটি ডুবে থাকবে । এখন নল দুটিকে 
যথেষ্ট জোরে ঘোরাতে শুরু করা হল। ঘোরানর ফলে কর্কটি জলের নীচে ডুবে যাবে 
এবং পাথরের চুকরাটি ভেসে উঠবে ৷ এরুপ হওয়ার কারণ নিম্নরূপ । ধরা যাক « 
কোণ নলাঁট থোরানর অক্ষের সঙ্গে উৎপন্ন করেছে। = অক্ষ হতে পরীক্ষ। নলকাঁট 
যেখানে ধরে রাখা আছে তার দূরত্ব । 7 = পাথরের টুকরাটির ভর। 7 = পাথরের 
টুকরাঁটি যতট। জল অপসারিত করেছে তার ওজন । R= পরীক্ষা নলকের দেওয়ালের 
গায়ের প্রীতীক্রিয়া বল। = পরীক্ষানলকের দৈর্ঘ্যের দিকে ত্বরণ জলি ঘোরানহেতু । 
৩=নলাঁট ঘোরানর কৌণিক বেগ ৷ বলবিদ্যার সাম্যাবদ্থার সু প্রয়োগ করে পাই 
(W - mg) cos + mor sin < = mf 08.1 
নলের দৈর্ঘ্যের দিকে বলের বিভাজন করে (8.1) পাওয়া গিয়েছে। এখন পাথরের 
টুকরার ক্ষেত্র 
ৃ 77 < 72 (ধরা যাক 7158) ৷ 
18 


) 
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{ধনাত্মক হতে পারে যাঁদ 


(7/- 7158) ০০৪ < + 77401) 310 < > 0 


অর্থাৎ 


712 771 


207 > 
02047 


(8.2) 


নিবাধ তলের আকৃতি নলের {ভিতর আধবৃত্তের আকৃতি নেয় ঘোরানর জন্য। তলের 
সমীকরণ 


SE zl Ls i .... 8.3) 


(8.3) হতে দেখা যায়'যে ০৪ এর মান যাদি যথেষ্ট বড় হয়, ৷ এর মান নির্বাধ তলে 
কম হবে অর্থাৎ বর্কীটি যেহেতু ভাসমান সেহেতু নীচে নেমে যাবে । সুতরাং জোরের 


সঙ্গে ঘূর্ণনের ফলে কর্ক এবং পাথরের টুকরার উপরোন্ত অভূত দৃশ্য দেখা দেয় । এরুপ 
বন্ত্রকে কেন্দ্রাতিগক বলা যেতে পারে। 


1.1 এরপরে আমরা জোড়৷ বিপরীত শঙ্কুর পাহাড়ের উপর দিকে আপনা হতে 
উঠে গড়ার প্রশ্নটি আলোচন। করব। 8.2 নং চিত্র দুষ্টব্য। 


৪.2নং চিত্র 


দুইটি কাঠের রেল 8.2 নং চিত্রের ন্যায় করা হয়েছে ৷ রেলগুলির উন্নতি ক্রমশঃ 
উগরেরর দিকে বেড়ে যাচ্ছে এবং রেলগুলির পারম্পাঁরক দূরত্বও বার্ধত হয়ে যাচ্ছে 
একই সঙ্গে যদিও প্রথমে কোন দূরত্বই ছিল না। গড়িয়ে যাওয়ার বস্তুটি দুইটি সর্বসম 
সরল শঙ্কু জোড়া করে তৈরী করা বলা যেতে পারে। যখন শক্ষুর শীর্বকোণের মান, 
রেলগুলর অন্তবতাঁ কোণ এবং রেলগুলির সাঁহত ?দগন্তের কোণের মানের সঙ্গে কোন 


জ্যামাতর উদ্দেশ্য ব্যতীত জ্যামাতর ফলত প্রয়োগ , 275 


খবশেষ অসমীকরণের যোগ থাকে জোড়া সরল *ওকুটি উপরের দিকে উঠতে থাববে। 
ধর৷ যাক 

<= শক্কুর শীর্ষে উৎপন্ন কোণের অর্ধ, 

B= রেলগুলর অন্তর্বতাঁ কোণ, 

% »সমান্তরালের অপেক্ষা রেলগুির উন্নাত। 
যাঁদ / রেলের তলের সমান্তরাল দিকে শঙ্কুর ত্বরণ হয় এবং & রেলের প্রাতাক্রিয়ার বল 
হয়ে থাকে, বলাবদ্যার সূত্র দিয়েছে 


mf=mg sin y + 2R sin B ০০৪ ৭; 

mg=2R sin B } (8.4) 
যাঁদ 510 % < ০০৮ < 911 8 হয়, / ত্বরণ রেলের উপর গদকে হবে ৷ অতএব শঙ্কর 
অদ্ভুত আচরণের ব্যাখ্যা পাওয়। গেল । 

2. আমরা এখন এখানে জ্যামাতর আদিম যুগের, যখন কোন বন্ত্রগণক ছল ন! 
সে সময়ের ফালত প্রয়োগ দেখাব ৷ কিন্ত প্রচেষ্টা হিসাবে প্রাচীনকালে গ্রীকগণের 
খৃষ্টপূৰ্ব তৃতীয় শতকে 1কৰরূপ বৈজ্ঞানিক প্রাতভা ছিল তা প্রত্যক্ষ হবে । এট একটি 
যাক কৌশল যা দিয়ে একটি সংখ্যার ঘনমূল নিৰ্ণয় করা যেতে পারে এই ঘনমূল 
গ্রীকদের দরকার হত আঁভক্ষেপের পাথরের আকার 1নিণয়ের জন্য। এরুপ পাথর 
প্রায়ঃশই যুদ্ধাবগ্রহে ক্ষেপণীযন্তে ব্যবহৃত হত। 


ধরা যাক % সংখ্যাটির ঘনমূল নয় দরকার । আমরা একটি 04 রেখা টানলাম 
যার দৈৰ্ঘ < এবং 08= 9 রেখা 04 এর লম্ব ৷ = "এক নির্বাচিত করে দিলাম? 


8.3 নং চনৰ দ্ৰষ্টব্য ৷ 
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আমরা 7-আকৃতির কাঠের একটি পাত নিলাম । এবং এর একদিকে একটি 
পাত অপসরমান এবং একটি হাতের উপর অবাদ্থিত এবং এটিকে আটকানর বন্দোবস্ত 
আছে। 8.4 নং চিত্র দ্রষ্টব্য। 42 অপসরণযোগ্য পাত এবং 2X7, 1-আকাতির 
পাত। ধরে নিলাম 40=4, ৪০-181 এর কে সে এর সমান্তরাল রেখে 


৪ 
8.4 নং চিত্ৰ 


সরান হল। যাঁদ এ2কে এমনভাবে স্থাপিত করা হল যে 860, 40. যথাক্ৰমে 
2, 4 বিন্দু দিয়ে যার, তবে দেখান যাবে যে ০02. £/% ৷ স্পষ্টতঃই 428 
সমকোণী ত্ৰিভুজ এবং যেহেতু 02 রেখা এ রেখার উপর লম্ব হওয়া 


৪৮:40. ০07%- 5, = <, = 
02540. 07৮ 19 ০০? ০৪ oy 


বা ০৫*-4৪ * দে =% অর্থাৎ ০7-৯8 ' 


+. (8.5 
সম্পূর্ণ প্রচেষ্টাটি গ্রীকগণের গাঁণতের প্রতি অন্ত 
ফলিত প্রয়োগ করা যায় তা দেখান হয়েছে। 


মেডেল ও ফাল [2] এর উল্লেখ করা হয়েছে । 


দুষ্ট দেখাচ্ছে এবং কিরূপ গণিতের = 
গ্ৰন্থপঞ্জীতে কাণ্ডি ও রোলেট [1], 


3. জ্যামিতির বড় প্রয়োগের ক্ষেত্র জ্যোতির্বিদ্যার প্রশ্নে । উত্তরাদক নির্ণয়ের জন্য 
ধুবতারার ব্যবহার এবং অক্ষাংশ নির্ণয়ে ধুবতারার উন্নাতর ব্যবহার সুপারাচত। কিন্তু 
এইগুলি নির্ণয়ের জন্য বিশদ বন্দোবস্ত প্রয়োজন হয়, কারণ এগুলি রাত্রে নিৰ্ণয় করতে, 
হয়। বিকণ্পে সূর্বের নিরাক্ষণের সাহায্যে উত্তরদিক নির্ণর করতে এবং অক্ষাংশ 
নিরূপণ করতেও পারা যায় । এই প্রণালী শ্রেণী কক্ষেও করা সম্ভব। 

যন্ত্ৰটি দুইটি জুড়ে দেওয়া সেটক্কোয়ার আঠা দেওয়া ফিতার সাহায্যে এবং একটি, 
শ্থির সমতলের উপর দীড় করিয়ে রাখা হয়েছে । 8.5 নং চিত্র দুষ্যব্য ৷ 
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40 রেখা উল্লস্ব । দিনের যে কোন তিনটি সময়ে, যখন সূৰ্য দৃশ্যমান তখন 4 বিন্দুর 
সমতলে ছায়। বন্দু চিহ্নিত করা হল ৷ ধরা যাক. বন্দুর অবস্থান তিন সময়ে 


8.5 নং চিত্ৰ 
ৰতনটি যথাকুমে ৪২, 25, ৪৪ ! 043, তলে একটি বৃত্ত আঁকা হল। 4622 
রেখা 68, এর সমান্তরাল করে টান৷ হল এবং 40; = 083 কেটে নেওয়া হল ৷ 
8.6 নং চনৰ দ্ৰষ্টব্য ৷ ৷ 


8.6 নং চিত্র 


0৫, রেখা B,0 এর সাঁহত যে কোণ উৎপন্ন করে তা সূর্যের উন্নাতর সমান । 
কারণ, সূর্যের উন্নীত যাঁদ < হয়, 
ৰ tan % ৮49 = 49 
BO AC 
যদ 75" রেখা B,0 এর বার্ধতাংশকে 5% বিন্দুতে ছেদ করে, আমর অনুরূপভাবে 
5',, 59 বিন্দু দুইটি 89, 85. এর জন্য পেতে পাঁর। 5, 5.55 এর কেন্দ্ৰ D 
{বন্দু । স্পষ্টতঃই D বন্দু উত্তর মেরুবন্দু'এবং শশিরোবিন্দুর তলে অবস্থিত, কারণ 
সূৰ্য মেরুবন্দুর দিককে অক্ষ রেখে প্রদাক্ষণ করছে। প্রাতমাম্য থাকার জন) 4) বিন্দ 
শদগন্ভ এবং উত্তর দিকে অবাস্থিত, অর্থাৎ 0D উত্তর দিক নির্দেশ করেছে ৷ 
আমরা এখন স্থানটির অক্ষাংশ নিৰ্ণয় করতে পাঁর। 8.7 নং চিন্ত দ্রষ্টব্য। 1) 
ৰৃবন্দুকে কেন্দ্ৰ করে 799 ব্যাসার্ধ নিয়ে একটি বৃত্ত আঁকলাম ৷ 0 রেখাকে উভয় 
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দিক বার্ধত করা হল। এই বার্ধত রেখ বৃত্তটিকে 55, 15 বিন্দু দুইটিতে ছেদ করে । 
92, $* বিন্দু দুইটি যথাক্লমে সূর্যের মেরু বিন্দুর উত্তর এবং দক্ষিণ প্রান্তের অবস্থান 
নিৰ্দেশ করে। অর্থাৎ 51 মধ্যাহ্ন সূর্যের অবস্থান এবং এ মধ্যরান্রে অবস্থান । 
০ বিদ্দুকে কেন্দ্র করে একটি বৃত্ত আঁকা হল। 5.5% বিন্দু দুইটি ০০ রেখার 


ৃ 


}) 8.7 নং চিত্ৰ 
উপর অবাদ্ছত। 775, 75 রেখা দুইটি বৃত্তটিকে যথাক্রমে $:', 9%’ বিন্দু দুইটিতে 
ছেদ করে। ০% রেখা 505 কোণকে দ্বিখাওত করেছে। / 20৮ কোণ 
ানের অক্ষাংশ নিরূপণ করে। এই অক্ষাংশ নির্ণয়ের পরীক্ষা দুই বা তিন ঘণ্ট। ধরে 
প্েক্ষণের কাজে করা যেতে পারে । গ্রস্থপজীতে ফ্রিম্যান [3] এর উল্লেখ করা হল। 
4. এর পরের ফলিত প্রয়োগের উদ্দারণরূপে সম্ভাব্যতাতত্তে প্রয়োগ দেখাব ॥ 
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আমাদের একটি বৃত্তের পারসীমায় তিনটি বিন্দু নতে হবে যাতে ওঁ তিনটি বিন্দু যোগ 
করলে যে ত্রিভুজ পাওয়া যাবে সেটির বৃত্তের কেন্দ্ৰ কোন অন্তঃসুথ বন্দু হবে 8.8 নং 


চিত্র দ্রষ্টব্য ৷ 
ধরা যাক 27%, 27, 272 কোণ তিনটি ন্রভুজের বাহুগুলি কেন্দ্ৰে উৎপন্ন করে। 


27 এর সঙ্গে কোণ তিনটির অনুপাত যথাক্রমে ৯১}, 21 অতএব স্পষ্ট তঃ 
0<৯<৯, 0<)} <, 045 <, x+y+z=!l .., (8.6৮ 
যেহেতু বৃত্তকেন্দ্ৰ পাঁরসীমায় থাকলে একটি কোণের মান সমকোণ এবং কেন্দ্ৰই কোণ 
দুই সমকোণ ৷ আঁতাঁরন্ত শৰ্তগুলি নিয্নবুপ £ 

%৭ + }৭ <2, 2৪ 128 05১ }৭+2%<>%৮%৷ ৩ 21111, 
যেহেতু ভ্রিভুজের তিনটি কোণই সুক্ষাকোণ । ABC ত্রিভুজের 459; 0. ত্রিভুজের 
ক্ষেত্রফল 5 * ৰ. মঠ 4850 তিভুজের ক্ষেত্রফল নিশ্নরূপে 
পাওয়। যেতে পারে £ 


ধরা যাক %=7, } = 7 Sin %, 2 = 17 ০০৪ 6, +)+2-1 (8.8) 


অতএব = 1+ ০০৪ ?+910 11 যাঁদ r=, ?=0, তৰ কাজেই 4B,C 
প্রিভুজের পিরিত 211, 
রি J (+ cos? + 110 ?) 
৬৪ [রি ও (1+x2)dx 
4 3 
নু (৮৮% +90 ০০%] 20) (+x) 
[177৮] 4 1 .... 8.9) 


অতএব 4730 ত্ৰিভুজের ক্ষেত্রফল 
--[1- 0.-1০৪৯)] 
- 2 [3 1০৪০2] ৷ ৰ ত. .., (8.10) 


কাজেই বৃত্তের তিনাট বন্দু যোগ করে সক্ষাকোণী ত্ৰিভুজ আঁকবার সন্ভাব্যতাঙ্ 
(3 1088 -2) == "0793 । সম্ভাব্যতাঞ্কের মান 8% যা অত্যন্ত কম। আমরা 
সম্ভাব্যতাঞ্কের মান আরও কম পাব যাঁদ সুক্মকোণগুলর মান আরও নাঁদষ্ট 
করে দেওয়া হয়। গ্রন্থপলীতে বাডেন [4] ক্লোর [5] এর উল্লেখ করা হয়েছে ৷ 
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4.1 এখন জ্যামাতর সাহায্যে স্থূলকোণী ভুজ, অর্থাৎ সবগুলি কোণ সৃষ্ষাকোণ 
নহে, আকবার সম্ভাব্যতাণ্ক 'নর্ণয় করব। যে কোন দিভুজের কোণের মানগুলি 
4, Y,Z হলে 

O<XK, Y<n,0<X+Y<n, চু }+2 = (১৪.11) 
অর্থাং 

14995 X, cos 7৮1, cos ¥ + cos 7৮১৮০ - (8.12) 
যেহেতু 4"<%্গ - } এবং ০০৪-ফাংশন ক্রমাবনতির দিকে গিয়েছে (0, *) অঞ্চলের 
মধ্যে ঘ্িভুজটি সুক্ষ্মকোণী হতে হলে 


%, ৮ নু এবং X¥+Y> টা ১ -- (৪8.13. 
_ অর্থাৎ, ০০৪ X,cos } > 0 এবং cos? X+cossY < 1 ... (8.14) 


যেহেতু ০০৪ ¥ < cos - ¥ | বা, cos ¥ < sin ৮ অর্থাৎ cos* Y < 

5105 Yi 

অতএব স্থুলকোণী তিভুজের সন্ভাব্যতাঞ্ক নির্ণয় করবার জন্য দুইটি ক্ষেত্ফলের 
অনুপাত নির্ণয় করা প্রয়োজন এবং সেই দুইটি ক্ষেত্র 


1588 ১4৯০ 
এবং (8.15) 
2৮০) > 0, 3%%+)% > ] 
8.9 নং চিত্র দ্রষ্ব্য। 


8.9 নং চিত্র 
প্রথম অঞ্চলটি 49074 এবং 4BCC, 4 দ্বিতীয় অণ্ডলটি। 


41121131417 84২ 
ক্ষেত্রফল দুইটির অনুপাত নাথ ন) = 429 


বৃত্তের উপর, কেন্দ্ৰ অন্তঃস্থ বিন্দু রেখে, আক্কত ত্ৰিভুজ আঁকবার সম্ভাব্যতা এবং যে 
কোন সুক্ষকোণী ভুজ কার সম্ভাব্যতার পাৰ্থক্য লক্ষ্যণীয় । 


HLT TT ON EON. জা [পিয়ন্ত বৈ, উন ৮ NY 
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ৰ আমরা এখন একটি খুবই সহজ জ্যামিতিক যন্ত উদ্ভাবনী দেখাব যার দ্বারা 
ছাত্রছাত্রীরা অনায়াসেই এটি তৈরা 


অংশে 1বভন্ত করায় । এই যন্ত্রে সাধারণ কম্পাস 
লাগান হল যেটি এই চাকার কেন্দ্রের চারাদকে ঘুরতে পারে! চাকাটি কাগজের 
“তলের উপর লম্বভাবে থেকে ঘুরবে ৷ চাকাটির ধার এরুপভাবে খাঁজকাট। আছে যে 
এটি কাগজের উপর সরে না গিয়ে গড়িয়ে যায় ৷ চাকাটির পাঁরসীমার একটি বিন্দুর 


উপর শূন্য চিহ্ন আঞ্কত থাকে। 8.10 নং চির দ্রষ্টব্য ৷ 


8.10 নং চিত্র 


ধর! যাক 4BC একটি নিৰ্দিষ্ট কোণ যাকে ॥ অংশে গবভন্ত করতে হবে। 83 
'বিন্দুকে কেন্দ্র করে এবং 7%.3 ব্যাসার্ধ নিয়ে 7505 বৃন্তচাপ আঁগ্কত হল। 
বৃত্তচাপ িভাজকটিকে নিয়ে তার শূন্য চিহ্ন ? বিন্দুতে রাখা হল । তারপর চাকাঢি 
“যখন গাঁড়য়ে 0 বিন্দুতে এসে পৌঁছেছে সেই অবস্থায় চাকার দিৰ্দেশকের অবস্থান 
লক্ষ্য কর! হল ॥ এখন পুনরায় চাকার শূন্য আক্ফিত দ্থান ?; বিন্দুর উপর স্থাপন 


' করে 2,0, উপর গাঁডয়ে নিয়ে 20 সমান চাকার অবস্থানে পৌঁছলে সেই 


ধ্বন্দুণটিকে 7, আখ্যা দেওয়৷ হল ৷ 4, হতে অগ্রসর অনুরূপভাবে এনৰ Ti." 
ইত্যাদি অবস্থান চাঁহৃত কর৷ হল । 775,755) BT, +" ইত্যাদি সরলরেখ। 
ধ্দয়ে যোগ করা হল ৷ BR, 85২, 977, "" ইত্যাদি বিভাজক ব্যাসার্ধ হল, কারণ, 


AP,R, PO ৮0 _ 2480 
টনি রা = PO ৮445 
আহ 8৮, = BP, n.BP ক) --- (8.16) 


উপরের যন্ত্র ট আগেকার বহুল প্রচলিত প্লানিমিটার যন্তের সরলীকৃত রূপ ৷ চাকাটি - 
‘লম্ব রাখার জন্য নীচে একটি অপসরমান তল রাখলে ও দুইটি ঘুরবার চাক। বা ঘৃণা এ 
“চাকার সাথে যুস্ত থাকলে সঠিকভাবে চাকাটি সরসর করে না গিয়ে পাতার উপর ঘুরে 
যাবে । গ্রন্থপজীতে দিবেকর [6] এর নাম উল্লেখ করা হল ৷ 
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6. আমরা এখন সংখ্যা মানের গণিত হতে উদাহরণ দেব। ধরা যাক একটি: 


তলে ॥ সংখ্যক বিন্দু অবান্থত আছে এবং সেগুলি (5০57০), (Xi, Pa), 


(1-2, ॥-॥) ৷ আমৰা একটি সরলরেখা এই বন্দুগু'লর মধ্য দিয়ে বা যতটা সম্ভব 
নিকট দিয়ে টানতে চাই। বিন্ুগুলিকে ১০১০), Pixs, 9২), ..., 

4%%(%%, 9%) দিয়ে নিৰ্দিষ্ট করা হল । আপাততঃ %-অক্ষাক্কগুলিকে পাঁরার্তত করে 
218 (= 1, 2," ১) করা হল। লক্ষ্যণীয় যে 25-20-1৮0৫ -%; =/}, 


‘XK _ %%-; = / | ধরা যাক 2,' বিন্দু 2০02, এর অন্তঃস্থ বিন্দু যার %-অক্ষাঙ্ক- 


ৰা! অতএব 4," এর ) অক্ষাঙ্ক 2. Ett, এরুপ বরা বিস্তৃত হলে, P,' 


বিন্দু 21123 রেখার অন্তঃস্থ । P,' এর )-অক্ষা ঞ্ক 


23 
3 (324 2)5+9০) ত ..*. (8212), 


এইবুপে, £%-3 2%-3 এর অন্তঃস্থ 4= P;,_, বিন্দু 


টু 86৯1) ৮৮ ... (8.18) 
k=0 
কাজেই 4 1বন্দুর স্থানাঙ্ক 
2nh _2(k+1)y 
‘পু DA ]' ‘ (৪19) 


১ অনুরুপে 2, এর পারবর্তে 2॥_। দিয়ে সুরু করলে দুই তৃতীয়াংশ অনুপাত ব্যবহার 
করলে ৪ বিন্দুর স্থানাঙ্ক | 


nh SY ED yup 
৷ 31 বর ৮+1)0+2) | ""' +. (8.20). 
48 রেখাকেই বলা হয় সৰ্বোত্তম মিলন রেখা । 

+-77% মানের অনুরূপ 7 এর মান নীচে দেওয়া হল । 


>= Scorn 2- 38001৮40042) .. (8.21). 


(৮০০ 
কিন্তু যাদ অনুপাত $ : 3 না নিয়ে 7: (1-1) অনুপাত নেওয়া যায়, 77% এর 


' অনুরুপ ) স্থানাঞ্ক হবে, নিম্নরূপ £ 


n- ৫ 1)/])&- eB CS (8.22). 
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(8.22) হতে পাই 


৮8774 1 ... (8.23) 
2%= দ্লি-দ্ে-]1)/] [7-0-1)7] 


(8.21) এবং (8.23) হতে 7% এর সহগ তুলন৷ করলে পাই 


67771201717), 1 _., (৪.24) 
(7510 0872) n-(n-l)r 
অর্থাৎ [67%+20-7)117-01-1)71-7 _., (8.25) 
(%+1) (৫৭2) 
7--2 বাঁসয়ে পাই 
0127-2)(02-7) 
3.4 
বা (6৮-1)0-7)-67 
অর্থাৎ, 78, ই 4 ., (8.26) 


কাজেই $ সুরু করবার পক্ষে সুবিধাজনক অনুপাত ৷ গ্ৰন্থপঞ্জীতে উইলসন্‌ [7] এর 
নাম উল্লেখ করা হল ৷ 


7. ইতিপুৰে বিশদৱুপে সুক্ষ্মকোণী {ৰভূজের নিরুদ্দেশ্যে অঞ্কনের সম্ভাব্যতা 
আলোচনা করোছ। দ্বভাবতঃই প্রশ্ন জাগে যে কিরুপে স্থূলকোণী ত্ৰিভ[জ নিবুদ্দেশ্যে 
আঁকবার সম্ভাব্যতা জ্যাঁমাতর সাহায্যে নিৰ্ণয় করা যায়। আমরা কোণের মানের 
গনরুদ্দেশ্যতাই পছন্দ করলাম যাদের মানের যোগফল 1801 180° কে স্বুবধার 
জন্য একক ধরে নিলাম ৷ [তিনটি কোণের মানকে যাঁদ %, 7, 2 দিয়ে নিৰ্দিষ্ট কার 

৮৯০১৯ IXY ০৫,17৯ ০ (8:27) 
(%, 9) 1বন্দুগুুলিকে একাঁট তলে উপস্থাপিত করলে একটি ন্্ভুজকে নিৰ্দিষ্ট করবে। 
(৮) এর দেশের পারসীমাগুঁলি যথাক্রমে, 

৯৪২], ৮৯ AEP LX ১০ (8-28), 
8.11 নং চর দ্ুষটব্য। * 


(%, ০) দিদ্দুর নমুনার দেশের পাঁরমাপ (1, 0), (ই, 3) ও (&, ই) বিন্দু তিনটি দিযে, 
পারসীমত ভ্রিভিজ। এই নমুনা দেশের দ্রভূজকে স্থূলকোণী হতে হলে বৃহত্তম 
বাহুর বিপরীত কোণকে স্থূলকোণ ধরে নিলাম ৷ (1,0) এবং (ই, $) বিন্দু দিয়ে 
সরলরেখার সমীকরণ 

>= 1-2} ৷ পিঠ 299 .-. (8.29). 
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8.11 নং চিত্ৰ 


যদ +=} হয় =$ । অতএব ($, র) বিন্দুটি ($, 3) বিন্দুর ঠিক নীচে 
অবান্থত এবং এই 'বন্দুটি (8.29) সরলরেখার উপর অবাস্থিত। ত্রিভুজ স্থলকোণী 
হওয়ার শর্ত 


2৪ ৯৯১/৪+(1 -১৮-7) ৰ (8:30) 
অর্থাং, (1-3) (2৮+)-1) ১৯৪ 
বা, (2৮+-1)১- ন Ls +, (8.31) 


যেহেতু, > 1, (8.31) হতে 


2x+y-1>)y অর্থাৎ, x > ু। 
অতএব যে অণ্চনটিতে ত্ৰিভুজগুলি স্থূলকোণী, তার ক্ষেত্রফল একাঁট ন্রতুজের ক্ষেত্রফলের 
সমান, যে ন্িভুজের শীর্ষ বিন্দৃগুল (3, 2), (1, 0), (5,3) ৷ কাজেই ল্ৰিভ্ুজ 


নিরুদ্দেশ্যে কোণ আঁকলে স্থূলকোণী হওয়ার সম্ভাব্যতাঙ্ক সৰ (8.11 নং চিত্র ) । 


4 স্ষেত্বফল=(1- ৯)(ঃ-})=$ ‘>, টি 


Ig 


ক্ষেত্রফল = £ 


Me এল ৮৮০ 
= 


1 
স্তর 
1 
হৰ 
তু 
স্ব 


1 
কাজেই 44. B=; এবং জঙ্ভাব[তাঙ্ক = ৫ সত । আমরা অনুরূপ 
A+B সুই 


স্থূলকোণা ত্রিভুজের অঞ্কনের সম্ভাব্যতার প্রশ্ন চিন্তা করতে পার যাঁদ পারসীম| স্থির 
খাকে। এরুপ প্রশ্নের আলোচনার জন্য গ্রিজম্যান [8] এর উল্লেখ করা হল। 
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8. এর পরে জ্যামাতির প্রয়োগ হিসাবে একটি আয়তক্ষেত্রকে কয়েকটি বর্গক্ষেত্ের 
যোগফল রূপে প্রকাশ করে কিভাবে একটি তাঁড়ংবাহী পাতের রোধকে কতকগুলি 
তড়িংবতের রোধের লাব্ধিরূপে প্রকাশ করা বায়। আয়তক্ষেত্রাকার পাতটিকে নেওয়া 
হল 355 *1131 জ্যামিতিক চিত্রের জন্য 8.12 নং চিত্র দ্রষ্টব্য । পাতের প্রত্যেক 


TE 1 
8.12 নং চিত্রা . 
একক বর্গক্ষেত্রের রোধের পাঁরমাণ একক ধর! হয়েছে সম্পূর্ণ পাতের রোধ নন্নের 


তাঁড়ৎবাহী বর্তজালের বোধের লান্ধরূপে প্রকাশ কর৷ যেতে পারে । 8.13 নং চিন্ত 
দ্ৰষ্টব্য ৷ 


ধরা যাক 4, 4E এর লাক রোধ । 


(227,577 
(-8:)+15-21,-01? ট } (8.32). 
(8:32) হতে পাই ৰ্‌ 

{_ = 42 ২1341 

177 £ is= 3 2 ৰজত ক (8.33) 
পুনরায় 


41721 2757-17-02 জিত হই) লি] 
অৰ্থাৎ - ৰ 
45 = 338 | অতএব সম্পূর্ণ পাতের লান্ধ রোধ 
24128-3558 এবং এটি দ এর আসন্নমান। 


অনুরূপ উদাহরণের জন্য গ্লন্থপঞ্জীতে মুলিন [9] এর উল্লেখ হল । 
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9, এবার আবার একটি বলাবজ্ঞান হতে জ্যামাতির প্রয়োগ দেখাব ৷ এরোপ্রেনে 
যেতে যেতেই ক করে বায়ুর গাঁত নিৰ্ণয় করা যায় তার একটি প্রণালীর ?ববরণ দেব। 
ধরা যাক 1বমানটি "তিনটি কাছাকাছি ফ্টেসন স্পর্শ করেছে এবং এই [তিনটি ষ্টেসন 
একটি নিভুজ সৃষ্ট করেছে ৷ একটি ষ্টেসন হতে অপর কাছাকাছি ফ্টেসনের দূরত্ব অপ্প 
খরা হল এবং সেখানে পৌছতে কত সময় লাগে তা লক্ষ্য কর! হল। এক ষ্টেসন হতে 

অপর ষ্টেসনের দুরত্ব জানা থাকলে আমরা বিমানের ভূমির সাপেক্ষে গাঁত জানতে 
পারব। ধরা যাক 0৯, 0৯, 0৯ এই [তিনটি গাত। কিন্তু এই গাঁতগুলির সঙ্গে বায়ুর 


=> ২৯ ৯ 


গাঁত যুদ্ধ আছে। যাঁদ 7, 7৪, 75 অনুরূপ বায়ুর সাপেক্ষে গাঁত হয় এবং 7 
বায়ুর গাঁত হয়, 


—> -৯ ১ ৯3 —>  =ই —> —»> =_ 
FY 0 WVU Wr Vis Us Wess .... (8.34) 
ত 


8.14 নং চিত্র দরষ্ট্ব্য। লক্ষ্যণীয় যে 17, | = |, | = |, | কারণ 


8.1 4নং চিত্ৰ 


এবমানের বায়ু সাপেক্ষে গাঁত একই ৷ অতএব, 


সি => => =-*৯ 
| ০,771 -10,-71 -10১-7| 228 (8:35) 


যাঁদ 2২, ৮৯, 2, বিন্দুগুলি 0, 0 0 ভেকটরের প্রাস্তাবন্দু হয় এবং যাঁদ 7 : 
ভেক্টরের প্রান্ত 0 হয়, (8.35) হতে পাই যে 0 বিন্দু 27০৮, ন্িভুজের অন্তঃকেন্দ্র 
হবে। 9 বিন্দুতে P, P,, ৮২%৪ এর লম্বাদ্ববওুকদবয়ের মিলনাবন্দু । অতএব 


| %1-2,9 =], 20 3)। i ... (৪.36) 
এরুপ অন্যান্য উদাহরণের জন্য গ্রন্থপঞ্জীতে ক্লামাকন [10] এর উল্লেখ করা হল । 
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্রশ্নমালা _ 


1. যাঁদ ত্ৰিভুজের পাঁরসীম। এককরুপে দ্ছির থাকে, প্রমাণ কর যে নিরুদ্দেশ্যে 
'আঁঞ্কত স্থুলকোণী ত্রিভুজ আকবার সন্তাব্যতাঙ্ক 9-12 198 2 = 0.682" 


ধআসন্নমান) ৷ [সমাধানের ইঙ্গিত £ = -) স্থুলকোণী দেশ নির্দেশ করে| | 


]. 
20.43) 
=> নি 

2. যদি বিমানের ভূমি অপেক্ষা গতি নিৰ্দেশ করে এবং 7 বায়ুর গাঁত 
নিৰ্দেশ করে এবং বিমানের বায়ু অপেক্ষা গাঁত নির্দেশ করে, প্রমাণ কর যে 
€0, 0) হতে (2, &) বিন্দু পৌঁছতে সর্বাপক্ষা অস্প সময়ের পথ yr % দিয়ে 


“নিষ্ট হবে। 
3. একাঁট সৃচের দৈর্ঘ্য ৫ এবং সমান্তরাল জালের সাধারণ দূরত্ব ৫। প্রমাণ কর 
‘যে এই সুচাটকে নিরুদ্দেশ্যে ছু'ড়ে দিলে একাট সমান্তরাল রেখাজোড়। আঁতক্রম করে: 


যাওয়ার সম্ভাব্যতা 22 যাঁদ ৫৫ এবং যাঁদ ০১৮৫ এই সম্ভাব্যতাঙ্ক 


ৰ €1 ০০9 4) + -22] যখন < = sin" (4) 


শা 


There is no branch of Mathematics however abstract that 
will not eventually be applied to phenomenon of real world. 
—N. I. Lobachevsky 
— Mathematicians on Mathematics 
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প্রাথীমক জ্যামিতির অত্কনের সৌন্দর্য ও 
যৃক্তিবিদ্যার শ্রেষ্ঠ নিদর্শন, মনোগ্রাফ বইতে প্রথমে 
জ্যামিতিক চিত্রের বিভিন্ন গঠনপ্রণালী ও তার গাণিতিক 
ভাত আলোচিত হয়েছে । পরে যেসব কৌতুহলোদ্দীপক 
উপপাদ্য নতুন দিক খুলেছে বা দীর্ঘ আলোচনার বিষয় 
হয়েছিল তা লেখা হয়েছে । অঞঙ্কনের দিকেও সেরূপ 
সদ্পাদ্যগ্াল সা্নবেশিত হয়েছে । বৃহত্তম বা ক্ষুদ্রতম 
উপাদান অঞ্কনের পদ্ধাতগ্যলির পর জ্যামিতির সঙ্গে 
পাটা গাঁণতের যোগযণুন্ত অঙ্কন কয়েকটি সংখ্যায় দেখান 
হয়েছে । এরপর ঘনবস্তুর বিভিন্ন সুষম বা বিশেষত্বমাণ্ডিত 
আকারগ,ালকে আনা হয়েছে এবং তাদের মডেল তৈৱরাঁর 
প্রণালী বিস্তৃতভাবে গাণাতিক কারণসহ আলোচিত 
হয়েছে ৷ জ্যামিতির বিভ্াদিকে ফালতপ্রয়োগ শেষে যুক্ত 
হয়েছে ৷ মাধ্যমিক বা উচ্চমাধ্যামক গুরের জ্যামাঁতর যে 
স্‌জনাত্মক দিক রয়েছে ও এই সূজনশীলতায় কত 
জ্যাঁমাতক সোন্দর্য সৃষ্টি সম্ভব হতে পারে সেটাই 
প্রয়োজনীয় 'বস্তৃতির সাথে দেখান আছে। 


আঠাশ টাকা 
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